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Осесимметричны*.*  < ■ шпые задачи теории упругости для цилин
дра конечных размеров, когда граничные условии на одной из тор
цевых плоскостей заданы п смешанном виде, на другой плоскости за
даны напряжения, рассмотрены и работе (1|.

В настоящей работе рассматривается плоская смешанная задача 
теории упругости для прямоугольника, заделанного в стенку обоими 
концами па некоторую, различную для верхней и нижней плоскостей, 
глубину, в случае симметричных граничных условий относительно вер
тикальной оси у (фиг 1).

1

Фиг. 1.

Для простоты предполагается, что касательные напряжения на 
плоскости прямоугольника отсутствуют. Решение задачи представлено 
в виде тригонометрического ряда. Определение постоянных интегри
рования сведено к решению совокупности двух бесконечных линейных 
квазнвполне регулярных систем алгебраических уравнений

В частности, получено решение задачи изгиба балки под дейст
вием равномерно распределенной нагрузки интенсивности р, когда бал
ка по верхней и нижней плоскостям заделана в стенку на одну и ту 
же величину (/ о). Получены формулы для определения контактных 
напряжений и нормальных перемещений.

Решение этой задачи для различных относительных размеров 
, Л 1а
балки у и степени зад *.ки доведено до численных результа

тов, показывающих влияние степени заделки на напряженное состояние 
балки.
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1. Пусть прямоугольник заделан симметрично обоими концами в 
абсолютно гладкую и жесткую стенку: по верхней и нижней граням 
прямоугольника приложены нормальные нагрузки, симметричные отно
сительно оси как это показано на фиг. 1. Граничные условия для 
этой задачи запишутся в виде

"'7л ( ± /, //) = и (± /, //) =0, — /> у < А

Тду 1х, Л) = 0 — I =Сх=^/

-ч (л-. — А) = (у (х) 0 < | х< а

V (х, ֊ Л) = 71։ (х) а < х | < /

з,_. (х, А) — (л ) 0 < | х [ < Ь

т»(х, А) т;?(*)  А<Пх|</

(1.1)

(1.2)

(1.3)

где /;(л’Г являются четными функциями, причем полагаем, что 
(.г) — кусочно-непрерывные, а т|Г(х) кусочно-гладкие функции.

Как известно Г2], в плоской задаче теории упругости напряжения 
и перемещения могут быть выражены через одну бигармоническую 
функцию Ф (х, у) соотношениями:

д"Ф «РФ _ о>2Ф
0у': ' '-՛ "х: ՝ дх'-'у

и
. <>‘1’

—- ах - - ՝» ֊<
Оу- Ох — о0у -г 

1 । гагФ . см ।
г’ = _Ё| ՝,47| °»х

6' 
дх оу- )

(1.4)

ДАф - 0, ( Д =

где Е—модуль упругости. ՝> коэффициент Пуассона, о0, 60, с](/— по
стоянные.

Бигармоническую функцию Ф(л*.  у) для рассматриваемой здесь 
задачи представим в виде

<м
V
•—
^-1

.4«з1г’1Г/ 2?/<сн7^г/ 7-.г/(С. я)г^г; • /ЛсЬ.?с.ч) со$ат х (1.5)

где
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Из выражений компонент напряжений и перемещений, вычислен
ных по формулам (1.4) с помощью (1.5), следует, что:

1. постоянные а0 60 Он силу симметрии граничных условий 
задачи,

2. первые из граничных условий (1.1) удовлетворяются тождест
венно, а условия ~л;) (х, А) — 0 приводят к зависимостям

/1>. — (1 7՜ юл- <'><-) /.?{.
(1.6)

В к — — (14- 'мк сН» Л С\-

. , 'А
где « яд- к — к ~ .

Подставив найденные выражения напряжений и перемещений в гра
ничные условия (1.2) и (1.3) и далее учитывая (1.6), после некоторых преоб

разований и перехода к новой независимой переменной с - ֊ х получим 

следующую систему двух парных тригонометрических рядон-уравиений

Л'о т ^к{Нк7., (1-71-)Л|со5^ = с ], (0<с<?.։)

(1.7)
ОО /•' /

11/0 - гХ0 4- У Хк сохАт ~ т4։ | _ с ) , (л։ < ? < »)

здесь введены следующие обозначения:

.V*  = яд сЬ">л. Ск зЬ •»&], 

т 1 4<-ч ■ «Г4 ՝ 
2зЬ22юд ' !/:

-՝ [Ал сй"ч Ск зЬ)*]
(1.9)

&1|2<-л 2»-ч с112'‘к
х1г2и>л.

Таким образом, коэффициенты С , .4^, Вк, входящие в
выражение (1.5). будут определены, сели будут найдены Хк и 7с из
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системы парных рядов-уравнений (1.7) и (1.8). Далее могут быть най
дены компоненты напряжений и перемещений в любой точке прямо
угольника.

В частном случае, когда / ։ ~ >■_ (а = 6), т. е. когда балка но верх
ней и нижней плоскостям заделана в стенку на одну и ту же глубину 
(/- а), из (1.7) и (1.8) получается следующая система двух незави
симых парных тригонометрических рядов-уравнений:

«՛/> V kwk cos к՛? — f\ (?) (0=^э<>.)
л-1

(1-10)
ОО

SWq— У (1 — Q0 НЧ coskr = V (?) (*•<?<*)
’ I

co
V k(\—Nk) (/., cask - = / j (?) (0 < ? < /)
Л-1

(1.11)

H7o - У ({kcoski = (?) ('•<?<-)
k—J

здесь введены следующие обозначения:

wo ~ Ча '՜

Zk Xi: 2ч>х- — sh2u>ji r.
w*= 27T"W ~ztk —2^—Q

9/.. = - 2 ~ «ЛСЬч Ds

о — ~ 1 2<>»л — g ~
A \—Ti. Hk 2i'>a .sh2«»i,t

N^n+ Hk = 1 2;՛4 - (1,12)



Об одной смешанной задаче плоской георнн упругости . 9

2. Применив методы решения парных рядов-уравнений, предло
женные в работах [3, 4, 5, 6;. к решению систем (1.7) и (1.8). для опре
деления неизвестных X- и получим следующую совокупность двух 
бесконечных систем линейных алгебраических уравнений:

X, = у <՛„> X
Л-1

2 <щх

Л-1
4.”

(2.1)

л = V с
со
V (« = 1, 2. З/---)
I- I

здесь введены следующие обозначения:

<',! = у П Л- (><) = у /ЛЛ"(Х,)

г о
1кп (> /) = ук (со$0) У г (созб ) 1$ г/о

яух- (х,)2л(х։) — куп(Х{) гк(х{) .
- ------------------------------------------------------- (к п)

Лп (>•«•) — 2֊ [ 2 /,-_1 (х,-) — Р- (х,) — 4х, 2Р„ (х, ) р„ ։ (х,)

4-4 V Рк (х,) [Л-I (X;) — X; Рк:(х;) ] | X/ СО5>,-

2;, (соя?,- ) 
п

>1
1՛ 9

^>4- (— 1)' ( (6) .V- ( созО ) 1? у

(I

в; (б) уг. (сояО) </С (2.2)

Л(б) =

— 6 У*  (~ ) СОЗ -ТГ
2 | 2 7 Г \ - ) 2

~՜ 3 (соз:р — созО)’1’ (0<9<//)

6’((6)=ЦД
I •
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соз с/?

(еозО — соз?)
(>•/<*<-)

2 ( 1п со։2 * 4 - е ) Хо I 2гД,֊ V [ П Хк 

' к~г

>1
= Ег(1(/)-У Л (») 

О

0’=1. 2) (2.2)

где Уъ (х) /Л-1 (л՜) 4՜ Рк (х). ,гА (х) = А\_։ (х) Рь(х), Рь(х) поли

номы Лежандра I х ( =^_ 1.
Нетрудно показать, что полученная выше система (2.1) квази- 

вполне регулярна, то есть имеет место неравенство

21СЙ1, 3[<А'!|<1֊*  (П>П„) (2.3)
Ь-1 к~1

Действительно, для случая, когда Л- и АЛ имеют порядок О (А ). каж
дая из сумм, входящих в неравенство (2.3), будет иметь порядок 
О(А"’1пА). Если же Ть и АЛ имеют более высокий порядок Тк\ 
Нк ~ о ( А 1 ). то нетрудно убедиться, что каждая из сумм (2.3) бу

дет стремиться к нулю, как О (к 11пА), откуда и следует квазивпол- 
не регулярность систем (2.1).

При получении (2.1) предварительно были продифференцированы 
соответственно вторые уравнения (1.7) и (1.8). Поэтому (2.1) тожде
ственно удовлетворяют первым уравнениям (1.7) и (1.8). Для тождест
венного удовлетворения вторым уравнениям (1.7) и (1.8) подставим 
(2.1) во вторые уравнения. После некоторых преобразований и формаль
ных выкладок члены, содержащие независимую переменную ?, исче
зают. и для определения Х<։ и получим следующую систему двух 
алгебраических уравнений:

АЛ Л]д., (соз/։) -

1° 6
( б;(5)1г^</0

СО5 АЛ (со&Х2) —

Р О Р О
АЛ12(/) ! ^(Г/)1Я֊-^֊ (2,5)

о >.

3. Рассмотрим частный случай, когда балка по верхней и нижней 
плоскостям заделана в стенку на одну и ту же глубину (/ «), т. с.
л։ _= л2 .= } ։ а верхние абсолютно жесткие и гладкие плоскости вдавли



Об одно» смешанной ч.ч гаче плоской теории упругости 11

ваются в балку на величину по всей длине заделки а ~--2 \ х'.^1 при 
у = А, и равномерно распределенная нагрузка интенсивности р прило
жена только по верхней плоскости у К балки (фиг. 2).

Решение сформулированной здесь задачи сводится к решению 
парных уравнений (1.10) и (1.11), в которых следует положить

/։ (х) = тп (х) = 0, /2 (х) - — р = const, r{., (х) =— const (3.1) 

откуда

/;ы /;(?) = -^֊, = -Е^° <зл)
Решения уравнений (1.10) и (1.11), как частные случаи, могут быть 

получены из решений (2.1) с учетом условий (3.1), (3.2), = А2 = / и
(1.12) и приводятся к следующим бесконечным системам линейных 
алгебраических уравнений:

05
«•„ = У аПк ич 4- brl (« = 1, 2, • • •) (3.3)

Jl-=o

С֊-'
с/.ч — У апуь ~ bn (л = 1, 2,- •) (3.4)

i-J

где

А(а) ( ук (cos/ ) уп (cos/) tg у d'l

z Z՞ n

ох-п—символ Кронекера.
Уравнения же для определения и г/у. получаемые из (2.4) и (2.5) 

с учетом (3.1), (3.2), /։ = /с = л, (1.12) и (2.2), имеют вид
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wQ 2 V <2л si. (cos>) Wk = — Ег.'о 4՜ Ineos՜ -~ 
4=1

(3.6)

<7о — -i V NkZk (cos/) qk — — —Jncos2-֊- (3.7) 
А .f, 2 -А 2

Таким образом, определив -.щ и </4 из бесконечных систем (3.3) 
и (3.4) и подставив их соответственно в (3.6) и (3.7), найдем ад0 и <?0. 
после чего могут быть вычислены компоненты напряжений и переме
щений г. любой точке балки по следующим формулам, получаемым из 
(1.4) с помощью (1.5) и учетом (1.6) и (1.12):

- (ch<’>fc — <t>x- slv'4.) shxjt q у elm chax- q
= V — W9 -г у 34----------------------------- ---------------- --------------- -- (fk cosa*  X 

’X)

+ 2 2
4=1

(sh-tf*  — с1ыч4 сЬхд. 7 -г >->. t/sh ->4 sha >.у 
2<’>4 4֊ sh 2<”4 Wk COS&k X

OQ
°y -f- ^o+ 2 «4

4- 1

(chu»4 4֊ «'4 shu’4) sh>4.v — i/cU ch?X у 
----------------------------- --------------- *---------------— q. cosa*x  -

ch’i'>4

, o v, (shi’>4 W4 ch<»..) clpx q 3-4 q sh-4. sh?.« q2** ------------------------2-t + sfe------------------------№‘cos։‘*

У U>4 sb>4 ch«4 У — ych 4 sh»4у
-,9= 2«t---------------------d?7՜--------------- — gt sinat x

Л—1
4

У W4clv»xsha< r; — aA.^slv4ch?4j/ . , /Q c
>, ’4  -------------- —ГЛ--------------------------- W. Sinat x (J.fc
z-_ 2^'4-: sh2<->44= 1

1
И ~C У. —----- 1(1 v) ch»!4 shat q 4-( 1 4-v) (?4 j/cIb՛՛*  cha* у

£ С1Г<։»44— ։ 

2 03 Zl'
‘"k shi«4 sint#)] sinat X 4- -p- У 775----- { | (1 ֊*)  sh<»»t chat у

L (2f'A-֊•-sh2v>t)

(1 ■”) ( •/. z/sh">.t sh?4 у — w*  ch">4 cha*  y) ] sina«, x

2 1 09v = 4o 4՜ у ~t «'o.V 4- 2 dh^7՜ C^?4.V 4- (1 4-՝/)(i->t shwt cha-ty —

4-1

2 <»
atr/ch>'»4 sli?4j/) | cosa< x 1^2 <2„;I ,1 j,?..,՜՜ [2֊sb*»t  sha&;/ , 

А.* — I

4՜ (1 4՜ v) (y>4 ch<m- sha<у - у-i- ysh^;. chatу) J cosat x
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Ряды, входящие в выражения напряжений и перемещений, сходят
ся достаточно быстро внутри области | у | Л. На границе же обла
сти ։/ — Л сходимость этих рядов ухудшается и формулы (3.8) не 
пригодны для вычислений. Однако, предварительно улучшив сходи
мость этих рядов и выделив при этом особенности, можно получить 
формулы, пригодные для вычисления напряжений и перемещений на 
границе области у — г Л. Так, например, из (3.8) с учетом (1.12) 
имеем

ОО

(л*,  Л) = — «>0 -г У «*  (1
*- I

ОО
ЛТ) cos«*  х У «*  w.՛- cos«*  х (3.9) 

к-\

Подставив сюда значения у к и «»*  из бесконечных систем (2.1) и да
лее пользуясь значением ряда [4|

ОО

1- У z  (eosO) cosAr?=*
*■=1

I 2 sin ?,֊2

| cos&- COS?

0

(3.10)
? >

?<0
окончательно получим

:,(bh)= p , Si"?/2 (M, 4-I 2 ?)+*,(?)  (feS?O) (3.11)
J COSA—COS?

Аналогично нетрудно получить

. .. M.՝ sin ?/2
(<?, Л) = ~ ~

I cos/.—cos:
^(?), (*<?О) (3.12)

где

М- = г I 2
2Z

2ш0 -+֊ Qk ( — 1)‘ Nk qL yk ( cos/.)

(3.13)

/?<(<?) = ( 1)'-1-Цг
00

sin v 2& ։ л',։ ~

к ։

Д 2Х-(COSfJ) ctg-7у (Iе)
—:---------------- «. - . i 1, -<

J (cos& — cos© ) : 
X

Таким же образом получим

Ev /,) = ֊ Ev. ֊ 2(р1 ֊ \In 1 1 cos? ' ■l—cos? - cosX .
у - ’ | 1 -p cos? | COS? — COSA

5
/. ,^&(cosG)tgydO

-г I 2.cos — у k (Nk qi. — QkWk) i ----- — . , (0<^o<A)
~ Г“. J (cos? cos&) ,J

(3.14)
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п । I 14-cos? — I cos? — cos/ £v(?, —A) = 2w0ln-------- ----------- —-■ ------
I 1 -t cos? —| cos? —cos' 

, t ,r* Уь (cosO) tg — dfj
• I 2 cos §֊ v k ( v ■ Q*«*)  I —;----------------- ттг------ • '°՜ •’ 0

2 I-, J (cos? - cosO) >

(3.15)

Из выражений (3.11), (3.12) и (3.13) видно, что ряды, »ходящие в 
формулы для эу (?, --Л), сходятся абсолютно в равномерно при <р ■ ", 
то есть в рассматриваемой здесь задаче концентрация напряжении в 
угловых точках (/; ± Л) не имеет места.

Приведем здесь также выражение результирующих сил реакций, 
возникающих по верхней и нижней плоскостям заделки,

t А
Рх - | 3tf( v. А)</х = 'ш0 ра 

а
(3.16)

Р^— | (х, — А) с/х - t.Wq

Л

и распорной силы
’.А

Т- | 5<(/, y)dy =2^- а.о (3.17)

—А

Решение рассматриваемой задачи при граничных условиях (3.1) 

(фиг. 2) для двух частных случаев относительной толщины

до численныхи различной степени заделки доведены

результатов.
Результаты вычислений (при > = 0.3) приведены в табл. 1 и 2,

/з»<*  у)
Evv Ev0՜где помещены значения напряжений возяикаю-

щ.их при симметричном вдавливании в балку верхних плоскостей на 
глубину о։). На графиках (фиг. 3 6) представлены эпюры напряже-

.. ’*(*,  у) т,„(х,м) м
иий -----— ,------ - —, возникающих от действия равномерно рас

пределенной нагрузки интенсивности р, вычисленных по <|юрм\'лам 
(3.8), (3.11) и (ЗЛ2).

Из приведенных графиков следует, что в поперечных плоскостях 
(вне заделки ) балки х const, далеко отстоящих от плоскости за.



Таблица 1

У
Случай 4 е 1/3. 7֊ = 1/5. ^-1 

2Л - 1
Случай ֊4 1/3. -у = 1/4. 4/Г 1/2

/>
-л (0, ,у) ’'(■м ’г(и, у) ’«(/. .у) ■» у ("■ у)

Л« \ - .у 1 —. у) <0. //) 3А(«. .7) (Л у) - '1Ц2-А'/
- /Ж» \

1 ֊0.172 -0.027 -- ОЭ -0.115 0 0 0 -0.080 -0.034 — со -0.118 0 0 0
3/4 ֊0.128 ֊0.101 -0.090 ֊0.132 0.023 —0.269 0.029 -0.099 -0.069 -0.053 —0.177 0.027 —0.314 0.075
1/2 ֊0.127 ֊0.133 -0.074 -0.130 0.028 -0.151 0.036 -0.099 ֊0.104 -0.038 -0.093 о.оз1 -0.174 0.046
1/4 ֊0.127 0.158 ֊0.076 ֊0.126 0.017 -П.070 0.023 -0.100 ֊0.131 -0.038 -0.023 0.019 -0.081 0.013
0 ֊0.127 -0.167 -0.077 -0.124 0 0 0 -0.101 —0.141 -0.039 -о.ооз 0 0 0

Таблица 2

с - АСлучаи — = ։/5. у 1՛7’ 2Л -1 г, 1»Случай — •1/5. 4 1 - к“ - ''2
У
Л

\ (0. у) >/) (Л -V) а» 
е |г4 
-----'

1' >4, <"• У) ■••А 2 ‘У/ = . <0. У) ’А (а. у) \ (6 у) <«•//) Э։ 
1 ■

1 -0.118 -0.127 — ОО -0.169 0 0 0 ֊0.051 -0.132 —ей - 0.380 0 0 (1
3,4 —0.119 ֊0.125 0.089 -0.114 о.оо2 0.351 0.037 0.096 -0.093 0.042 0.203 -0.002 ֊0.430 0.09(1
1/2 ֊0.124 -0.119 -0.048 -0.129 0.005 -0.210 0.057 -0.095 ֊0.092 0.008 -0.081 0.003 -0.254 0.060

1.4 -0.126 ֊0.119 0.048 —0.128 0.004 0.098 0.035 0.095 -0.093 0.009 0.022 0.003 0.119 0.016
0 ֊0.127 ֊0.119 0.049 0.127 0 0 0 -0.096 -0.094 —0.010 0.060 0 0 0

Примечание: 1. В табл. 1 и 2 приведены значения напряжении в долях ! . возникающих при пднплиоанин нерхни плоскостей и балку

и 2 приведены их значения тальк» для положительных у А.
ка глубину ։>0.

2- Ввиду четности гх (х, у! и нечетности туу(х» //) и табл. I
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дслки, нормальные напряжения , возникающие в случае изгиба бал
ки равномерно распределенной нагрузкой, меняются практически ли
нейно, а касательные напряжения - по закону симметричной параболы.

Фиг. -I. Эпюры ?д. к ~.л// дли случая /։,'«• 1/3, Л / -1.4

В плоскости заделки л՜ - - а и в поперечных сечениях, близких 
к ней, нормальные напряжения существенно нелинейны, а в точках 
(х ± а, у — ± Л) они обращаются в бесконечность; касательные же 
напряжения изменяются по более сложному закону, отличному от па
раболического.

В области наделки а<^х^1 закон изменения напряжений, как и 
следовало ожидать, существенно зависит от степени' заделки и отно
сительной толщины. Действительно, если для тонких балок в случае
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большей степени заделки нормальные напряжения меняются по за
кону, близкому к линейному, а касательные напряжения по закону, 
близкому к квадратной параболе, то для толстых балок в случае 
меньшей степени заделки линейность нормального напряжения нару*  
шается, а закон изменения касательных напряжений по высоте имсе| 
сложный и колебательный характер.

Значения коэффициентов С,

Таблица Г
Л 1 = 1/1 
а 1 - 3 4

А / 1.5 
а 1-3 5

Л/7 = 1/6 
а 1 = 5/6

Л/ 17
а// 5 7

С։ 0.424617 0.422161 0.452300 0.446965
С, и.331355 0.427653 0.314506 0.407963

В заключение приведем выражения Л, Р- и Т, представленные 
в виде двух слагаемых, возникающих соответственно от р и с,, дове
денные для рассматриваемых частных случаев до численных резуль
татов (табл. 3).

Л = Рг * аР

Р*  = С\ р1 С2 £и0

Т = 2< у Р.

Институт мйтемптпяи и мсхапихм 
АН АрмппсхоЙ ССР Постуиилп 16 (I 1970

2 Ияпестнн АН ЛрмССР. Мехапмха, № 5
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Ա. Д. «ЧМЧ.ШИк*«..  II- «I. 1Г1;1.4ЧП,»1Г։.

Ա11Ա.Ա'1«1Ա«11.ՆՈ1՚(՚»՝:511.Ն ՏԻՍՈԻԹՅԱՆ U'bh ՀԱՐԹ 
luU.IHJ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ս փ ո I մ

Դիտարկվում է աս աձղականա իք լան ւոե սուիք րււ՚հ հարթ իւնդիրր ոլղդան- 
կրսն համար, երր ւո ւր/անկրււնր իր ծայրերով ամրացված Լ կոշտ ողորկ 
ս/աւոերի մեջ, րնդ որում ամրւսցմ ան չսււիր ւքք,քւ1էիւյ ու ներքևից տարրեր իր 
I, ղրաղ՛)ի մնացած մասում տրված են արաարի՚հ լարա սներ;

Խնղրի լուծումը նե րկա րոցւքած ի եո ունկքո ւն ա չափական չարքերի տես- 
քսւէ, որոնց ղո րծ ակիցնե րի որոշման համ ա/t ստացված են ււկղրւււ ւէ 7,։շ/7 
չարք֊ հալք ւսսարու. ւեներ, ա քն ա հե ահ' ղծւսքին հավասարու լեների անվերջ սիս
տեմներ: Ցու-fg ի արվու ւ)', որ սիուււևմներր կվաղի - լիուիին սեւ/ուլրսր են:

Uաաւյված են բանաձևեր աեղ ավւււիւու մների և կոնտակտային լարում
ների համար:

Դիտարկված են թվա/ին օրինակներ:

ON A MIXED PROBLEM OF THE 
PLANE THEORY OF ELASTICITY

Л. A. BABLOYAN. A P. MEI.KONIAN

S u ։n m a г у

The solution of the plane elasticity problem for a rectangle, 
walled up by both ends for some depth different for the upper and 
lower planes with symmetrical boundary counditions, is presented in a 
trigonometric series form.

The determination of the integration constants is reduced first to 
the solution of the system of dual series - equations and then to the 
totality of two quasi quite regular infinite systems of linear algebraic 
equations. The formulae for the determination of the contact stresses 
and displacements out of contacts are obtained.

The numerical examples are presented.
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