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ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
АНИЗОТРОПНОГО ТЕЛА С УЧЕТОМ

ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЭФФЕКТА

В настоящей задаче речь пойдет о материалах, обладающих 
пьезоэлектрическим аффектом и нашедших и последние десятилетия 
широчайшее применение в технике. Это чаще всего кристаллы, являю­
щиеся по существу своему анизотропными веществами, для которых 
неприменима „чистая" теория упругости.

Напряженное состояние такого тела характеризуется, как и 
обычно, шестью компонентами напряжения з։/(/, 1. 2, 3), взятыми

п некоторой прямолинейной прямоугольной системе координат 
X, О’- 1, 2, 3). Ориентация выбранной системы координат должна 
быть строго известна по отношению к кристаллофизической системе 
координат. При отсутствии объемных сил компоненты напряжения 
должны удовлетворять следующим уравнениям равновесия:

4^-= 0 (/,/=1,2,3) (1)

Знак суммирования по* дважды повторяющемуся индексу здесь и в 
дальнейшем будет опущен за исключением специально оговариваемых 
случаев.

В случае малых деформаций компоненты относительных деформа­
ций /—1, 2, 3) связаны с проекциями перемещений точек 
П/(| = 1. 2, 3) посредством соотношений

и и, д и,

4 Ох, 0X1
«2)

Кроме этого, нужно внести и рассмотрение параметры, харак­
теризующие электрическое поле и диэлектрике. Компоненты вектора 
электрической индукции /Л (/ I. 2, 3) удовлетворяют уравнению 
Макснслл.1 для случая отсутствия объемного заряда

Ох.

3 Иппестим АН Армнисмой ССР Мсшкики, > I

֊0 (3)
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Компоненты вектора напряженности электрического поля £/(/ = 1,2, 
связаны с потенциалом электрического поля И

д V 
дх: (4>

Вместо обобщенного закона Гука здесь имеет место еще бо.
общий закон, связывающий линейной зависимостью как механичен
величины, так и электрические. Одна из форм записи его имеец
следующий вид:

£« = Д- т '3А/ 
՝н (7, к, 7, р, д = 1, 2, 3)

с*/ - £>/-!֊

Здесь г*. диэлектрическая проницаемость кристалла при отсутствии 

механических напряжений; з$/и/ модули гибкости при отсутствии век­
тора электрической индукции, причем $к1р։/ = я1кр1/ = ֊ .$.4ох^

пьезоэлектрические модули, причем . Величины этих
коэффициентов зависят от материала и от выбранной системы коор­
динат. Уравнения (5) записаны для такой системы координат, в кото] 
рой матрица диэлектрической проницаемости является диагонально»- 
Если среда неоднородная, то коэффициенты суть функции координат.! 
Мы здесь будем рассматривать однородную среду, то есть все коэф­
фициенты постоянные.

11усть имеем цилиндр бесконечно большой длины, образующая 
которого параллельна оси хд. Будем считать, что сечение цилиндра 
плоскостью, перпендикулярной образующей, есть прямоугольник. Кроме 
того, примем, что все грани боковой поверхности снабжены провод՛՛՛ 
щими обкладками, электрически не связанными друг с другом и не 
влияющими на массу и упругие свойства кристалла. Технология нане­
сения таких обкладок подробно описана в работе [1].

11ри рассмотрении прямого пьезоэффекта будем предполагать, что 
к боковой поверхности цилиндра приложены внешние силы, направленны։՛ 
нормально к образующей и равномерно распределенные вдоль образу­
ющей. Если же используется обратный пьезоэффект. то будем считать, 
что к противоположным граням подводятся заданные потенциалы. В 
том и другом случае деформация не будет плоской (первый случаП! 
для произвольной анизотропии и при отсутствии пьезоэффекта рас­
смотрен проф. С. Г. Лехннцким [2] ).

В силу однородности материала можно предположить, что ука’ 
ванные вЬ։ше воздействия могут вызвать перемещение и потенциал а 
любой точке внутри кристалла, не зависящие от координаты х4

И И (х„ Х2), 1Ц = и{ (х., х2) (6)



Из равенства (2) и (4) следует

41 =
ди.
ах. ’

и .
ах.'

ч,= 0

(7)

с” II
<а

«1 х 1
 с

••
 и д и, 

= -
д и. д и.
Ох. д х.:

дУ
<>х։։

Ел~ 0 (8)

Исключая и., и:, и, и Iх, получим три уравнения, два из которых яв­
ляются обычными уравнениями совместности деформаций Сен-Вепана, 
а первое есть условие существования потенциала электрического поля

£5 ֊ £> ֊ п Э А
С>* :н :з   & Ч* 
дх:. дх\ дх. дх±

(9)

о х. д хх
О

Ил системы (5) с учетом (7) и (8) видно, что псе Д и зг/(/, /—1, 2, 3) 
нг зависят от х3. Тогда уравнения (3) и (1) примут вид

^-г^=_ О 
и -Т1 а х։

^=°
О Х։ О X.

"гп_Ь-: = 0 
О х. О х.

^и_и^ = 0 
ох։ ах.

(10)

(11)

Введем в рассмотрение функции электрической индукции и меха­
нического напряжения

<7 ?
ОХ.'

д?

д’*
дх? ’ ~к՜ дх?' 5,: ’ дх. ах.

дЬ_ д*
вм՜^’ 2”՜ ()х։

(12)

При атом уравнения (10) и (11) будут удовлетворяться. Из системы 
(5) доберем два уравнения, соответствующие Е2 0 и ;м — 0, и решим 
их относительно и ам. Получим (индексы = и I) у коэффициентов 
-и ։» ^/^ временно опустим)

Д«=а/Д Ькг^л!

Чз С1&1՛ </1/34/

0 = 1, 2;

!с, / 1, 2, 3, но

Л = / ¥■ 3)

ИЗ)
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где обозначены

ез — 5з:<з ~ » а< —
՝33 с3

с,- = Д—
-33 «3

Ьк1 = ~ ($ззк/ 8ЛЗЛ—$зззэ£ш), <А/ = • — ( 8эы 4՜ ֊ ֊֊՛ ) 
са еЛ \ -33 /

Подставим в систему (9) выражения из системы (5), учтем соотноше­
ния (13) и затем (12), В результате получим систему трех дифферен­
циальных уравнений в частных производных относительно функций ?, 
Ф. О

4- ։• л;,б = о

2-3? 4֊ +• Л^е = О (14>

М2? : уИ3>4-;Л& = 0

индексы указывают порядок дифференциального оператора, здесь обо­
значены операторы и их коэффициенты

л-= 2 1,1

!<, = - ~ ։ ֊ / = 1; 2

Л/ ֊ /у; = 8/м с, с{, У =^у

1т ֊ ( 1 /’’՛ (.§//& + д.зз (1}к)

Л V /

I, >. л-.л-։ ՝
< -/; к А

/.■•АЛ = (—!)' ' Л (5/Д-Л — ^3,] /ц-А -г $$33 </ал)

А/
П11 дхл^

п<) (— Н' 11 (о,73 ֊ £хЗЗ (1,3 )

д'^=3
л /.л -։ 1 i

/ <7

п,-’к = ( 1 У ‘ (5/;А:< — 53»7 Ь А-з 4- $>733 (1кз)
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<*2

1. /м 1

пи/ = ( 1/ '(~5г/3 £зз/а/— $гзад\с/)

2 т"‘й^՜ 

г. /. Л- 1 ‘
/•-*

тик = ( — 1)' ՛ ( $г^к ~ да Ф/Л 'г 5Ьзз (1/к)

К.= V к,) * ■ 
— ’ дхр. дхЪ

;. /1 1

/<>; -(—!)’ ' ( 8гл]с г 5։ззз <’Лз )

где р — число двоек и </ число единиц в индексе коэффициента.
Обозначим квадратную матрицу' из дифференциальных операто­

ров системы (1-1) через /%(£)). Необходимое условие существования 
решения системы (14), не равного нулю тождественно, состоит в том 
|3], что

сЫР$(Х)=0 (15)

Каждая из неизвестных функций удовлетворяет одному я тому же 
дифференциальному уравнению восьмого порядка, например,

Л(£>)?«0 (16)
Запишем (15) подробнее:

Л ().) /4(л) к. (/•) /3 (>.) п3 (>.) т.. (л) - п2(т) /3 (л) тл (л)
(17)

— /;»„()-)/.(/ )«;.(> ) - т3(/)пэ (л)/а(0 ֊ к, (' ) О

где полиномы от /:

2
/а= 2

2 
/. ֊ $

2

/4= V Ь}к^4
!. /. к. Л-1 

1 л*--Л

■1
п2 = У У тц

/. Л-1

Пцк >‘՛ , гп..

2

'п3 тцк >17 к. ч

> к

Уравнение (16) может быть записано в виде

- О (18)
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где
О

..9^ — - X,— (7=1, 2,---,8)
и х. О х։

X,—корни уравнения (17).
Метод интегрирований уравнения (18), указанный в [4] и прямей 

ный Лехницким [2], быстро приводит к цели. Рассмотрим случай отс 
ствия кратных корней уравнения (17). Вводя обозначения — 
йгг., = • £>6гй = О и производя последовательное интегрировал
получим

в
? = 2 ®/(-ч - х< *г),

б а
Ъ = V у,- (х։ — X, х2), 0=2 9/ (хх ; Л/х;)

։ 1 /т 1

(19)

где, например,

?1(*։ 'т хи) /։<*։ 9-^)

(*1 Ох2) -
Л(*1 — А,х2) ___

{>> ֊'•/- 1) •••(>/-А)

/։ — произвольные функции аргумента (хх имеющие кронзво]
ные по этому аргументу до восьмого порядка включительно.

Методом, осуществленным Лехницким [2], на основании энерп 
тических соображений можно доказать, что уравнение (17) не имеет 
вещественных корней. При этом нужно учесть, что потенциальная 
энергия IV кристалла, отнесенная к единице объема, будет выражена

-Ц

которая является величиной 
что корни уравнения (17) не

положительной. В дальнейшем примем.
являются кратными, а также они не яв­

ляются одновременно корнями уравнений

/2 (л) А'с. (/ ) - (/֊) п2 (' ) = О, 7П2 (X) п2 (/) - /. {/ ) /г2(/.) = О

МХ)Л(') т.у (X) п3 (X) = о, т2(Х)73(Х) — т3 (Х)7,(Х) = О

Ш(М-й(*) = о

Общие выражения для искомых функций, которые должны быть веще­
ственными функциями аргументов х. и х?, теперь запишутся

4 _ _ 4
? = У IГ к (у к) (у к) ] = 2Яе у (у к)

л=1 4-։

4 _ _ 4
= У (՛?* (17*) + 'к (у к) 1 - 2Ке 2 уН у ь) (21)

4—1 Х-^1
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°= 2 М</д)1=2Ие V гЛ(//ь) (21)
4—։

Здесь

Уь = х, / А х„ У, = *։ ֊ > 4 X,

3<- /'н1, ' V. 4 ■- »ь = а* — /?*, (к - 1, 2, 3 4; 0)

I 5* )> (»/.) сопряженные функции по отношению к

’,(«»). ‘^УХ '^(У^ 
Виодом обозначения

$ М = Ф։ (!/։). ^О/т) ֊ ф: (//Р. •»(&) ~՜ ф>0/з). °4 (//<) = ф։Ы

и выразим усе искомые функции задачи через »ти четыре функции. 
Для »того найдем

•» 2Ке [Ф| ( у։) Ф. ( у л - /,, ф, (ул) - Л, Ф4 (//Д I

I = 2Ке [>.. Ф. (у։) 4- /5 Ф3 (//:) % Л,Ф3 \у.) А.։ Л.| Ф< (<д) 1
о л։

(22)
?=2Ке[Л։*,(</:) тЗД֊Ш//4)1

9 = 2Ие|Л0Ф:(^)- ММ//:) М’з(^ ֊’М'ЛИ 

где

I 1 л« (*֊1)/пл (/-Д ’ пт3 (*г) л2 ('-) — (>•■») к2 (лД
| 4 ~ /։ (М К (Ч) ' Ст) лИМ ’ '1: (7т) ^гОц) — (М

I . _ Ма) О з) — т։ М П-. Рэ) , _ А.» (>•<) К (М ^зСч) 0ч)

л։, (/-з) л։ (/,) — /,(/.,) А'3(/Д ’ ՝ лт.рд)/3(/Д—тг(/ч)/8(>4)

_ /д । ; <) Л> (Ч) Л; ( • д П՛ * ' 4) д ,П _■( ’ 1 1 < 4 * ' 1 * ^Л} \ / ։ ) /« )

Д - /Н'Д ’ 4 А'. V։)/-(',) — ли,.('-։)л2(М

|.А- ТИд (Л?) Ст) л13 (/-)/. (>-.) = л».(>3>/д(л3) — тг()-з)/<(/•,)

■и'.СаМл Ст) ~ л:» рр л; ('-) * ki{rյ)l^(^3) т) О3) лл Р։1)

Подстаиляя (22) в (12), путем однократного дифференцирования на­
ходим /)։, /2.., 5П, Ти, 3,а. ՝|..

/)< - 2Ие V з.'ФЛг/,) 0 =1.2.) (23)
|||| /-։

где

ап = ^1^т» ’и ” ^д'т» а։з ='л Зн = Л5*4

«^ = ֊- Л։; — Л։; = 1; аа< = А4
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4
см =2Ке У.^УФ,(У;У (А, 1=1, 2, 3; но к I 3) (24)

М
где

/111 = ЛК ?112 = *'?> /}13 ~ Л3 ^3» /114 — М А<

/221 ~ /-22 ~ ?22Э ~ ^3» ?2Ы = ^4

Рза1 ^0? 1'237 ~ ^7» ^233 ' ^8» ?.'34 = 1

/131 = '1 ^б> /132 = ^2^7» ?133 ~ 1'1.14 = Л4

1'121 — ?15 ?1уз = Ч> /12з = “ { а Аз՛« /124 = ~ /֊4 ^4

Из выражений (13) определяем Ол и в33

4 
£3-2Ие 2«з/ф;(у/) (25)

у-։

где
«з; — ^1/(1/ -г Эд./у Ьц

(26)

5зэ 2Ке 2 ^3/ ф}(у>) 
/-։

где

гЗЗ/ — ^1} С1 4֊ ^Л./г с1{.1

Возвращаясь к системе (5), находим /:1։ £\, ։П1 :22, ;23. ;п и ;12:

£/ = 2Ке 70 ‘»И У/) (27)
/=։

где

ТО՜ “ ■+■ О,к1 их//
1Г

по г. не суммировать!

и/ = 2Ке 2 (28)
/—1

где

— ё(к! ^1><) /'"//

В выражениях (23) — (28) /֊1, 2; к. I, р, 7 - 1, 2, 3. но к — / /- 3. 
Интегрируя (27) и (28), получим выражения для потенциала

электричеокого поля !•’ и проекций смещения {/;(/՛ — 1, 2, 3):

И(х„ X.) - И, 2Ие + (29)
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«й(-Ч. Х2) «20 ֊ •»Л'։

(.г., х3) = м։0 — <ох2 2Ке

2Ке 2^+^-)ф/(֊у/)1

Л’1 ՝• ' /
(30)

Здесь Ио, м|0, г/лд, «м и м> постоянные интегрирования, показываю­
щие нулевой уровень потенциала электрического поля и „жесткое“ 
смещение кристалла как целого.

Выпишем возможные граничные условия, которым должны удов­
летворять функции Ф/ (у{) (/ = 1, 2, 3. 4). В случае прямого пьезоэф- 
•ректа: а) й-2п, не изменяющиеся вдоль образующей, перпендикуляр­
ные ей: оДц — 0; Ьп — 0 |5]. Тогда

2Ке [Ф։ (4֊ Ф2 (<72) - Л3 фз (г/3) 4֊ Л4 фа 0/4) ] = “у т С2 
о

2Ке !։Ф։ (У1)4-(,у2) 4- Лэ Ф3 (у3) и Л* А4 Ф4 (г/4) | — 01» ск 4֊ С,

0
1.31)

2ке [Л, 4», (У}) Л2 Фа (</,) 4֊ Ф_, (у3) -1- Л5 Ф4 ( п4) | = С4

2Ке |Апф3 (,у։) 1 Л: ф2 (у2) 4- л4(!/з) 4֊ ф4 (г/4) ] = С3

Здесь $ дуга контура сечения, отсчитанная от некоторого $ — 0 до 
переменной точки; и направление внешней нормали к контуру; С\, 

— постоянные, которые для односвязной области можно 
положить равными нулю.
б) и*, и[, «з֊ смещения точек контура, постоянные вдоль образующей; 
и, = о.

ф; СУ;) =«;—-- "։л'22Ие

(32)

2Ке |Л։ <!>։ (у1) + Н2Ф; (1/. ) 4֊ ф3 (у3) 4֊ Л5 Ф4 (у4)) С
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В случае обратного пьезоэффекта возможны:
а) И*, не изменяющийся вдоль образующей; = 0, и'.2 —0, м.’ = О, 

кристалл механически зажатый.

(33)

б) И*, не изменяющийся вдоль образующей; з։„=0, с։„ = О, 
֊ 0, кристалл механически свободный.

2Ке = Ио- И*

2Ке [Фх (у.) Ф2(Ч1} + Л3 Ф3 (у9) + Л4Ф4 (г,4) | = С,
(34)

2Ие [/•! Фх (уՂ) Հ Ф2 (у/2) - /.3 А3 Ф3 (у3) г )ч Л4 Ф4 (//4) | = Сх 

2Ке [Л, Ф։ (քհ) ֊ Л- Ф2 (у2) -Ь Ав Ф3 (у3) Ф4 {у.) ] С3

Ленинградский ордена Ленина
политехнический институт нм. М. И. Калинина Поступила 17 X 1969

1՚. II. ՎԵԿՈՎՒՇՉԵ՚ԼԱԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՄԱՐՄՆԻ ԱՈԱՋԴԱԿԱՆՈԻԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՏԱՐԱԾԱԿԱՆ 
1սՆԴԻՐՐ ԷԼԵԿՏՐԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ԷՖԵԿՏԻ 2ԱՇՎԱԹՈՒՄՈ’Լ

Ա մ փ ո ։ի ո ։ մ
Հիմնէէերւվ անիղէօորսպ նյւււթի առաձգականության աեսության, էլեկտրա* 

ստատիկայի և պյեղոէյեկտրական երևռւյթի •Հավասարումների վրա, լուծված է 
պչեղոԷէեկէէւրական էֆեկտով և կամայական գծային անիզոտրոպիայով օժ>ոը֊ 
ված համասեռ անվերջ ձողի տարածական իւնգիրրւ Լարումների, տեղափռ- 
խու մների. էլեկէորտկան ինգուկրիայի րււէոր բագագրիչներր և էլեկտրական 
դաշտի պոէոենրիաւր արտահայտված են լորս կոմ պլե րս փոփոխական ի ֆունկ­
ցիաների օդնէսթյամբէ նշված են եզրային պայմաններ'՛ այդ չորս ֆունկցիա­
ների համար:



Простраястаенная задача теории упругости анизотропного тела 43

DIMENSIONAL PROBLEM OF ELASTICITY FOR AN 
AEOLOTROPIC BODY TAKING ACCOUNT OF AN 

ELECTRICAL EFFECT

I. A. VEKOVISCHEVA

S u m m a г у

On the grounds of general equations of elasticity for an aeolo­
tropic body, equations of electrostatics and equations of piezoelectricity 
a dimensional problem for a homogeneous infinite rod of material pos- 
aesing a piezoelectric effect is solved for arbitrary rectilinear aeolotro­
pies. All I he components of stress, displacement, electrical induction 
and electrical field potential are expressed through four functions of a 
complex variable. Boundary conditions for these four functions are given.
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