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ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В СОСТАВНОМ 
ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ

Распределение температурных напряжений в защемленном по 
одной стороне прямоугольнике рассматривалось в работе [1]. Для 
некоторых частных случаен закрепления контура температурные на
пряжения в прямоугольнике исследовались в работах [2].

В [3] рассматривался ряд задач для анизотропных однородных 
пластин с отверстиями и закрепленными краями.

В работе [4] определены напряжения, вызванные изменением 
температуры тела с включением, имеющим коэффициент теплового 
расширения, отличный от основного материала.

В настоящей статье решается термоупругая задача плоской де
формации составного прямоугольника, свободного от внешних нагру
зок и связен. Прямоугольник собран из л однородных прямоугольных 
частей, имеющих разные коэффициенты линейного теплового расши
рения в/ (7 = 1,2, •• , п) и одинаковые упругие постоянные А', V. Тело 
собрано при температуре Го. Напряжения вызываются изменением 
температуры А7’= Т— То.

Решение рассматриваемой задачи будем выражать через функ
цию напряжений Ф (х, у). Положение прямоугольника в системе коор
динат 1х, у) показано на фиг. 1. Координатные линии у = а (7=1,2, 

• п—1) являются линиями идеального контакта между слоями.

Функции Ф (х, у) (7 — 1,2,- • •, п) в областях соответствующих 
слоев удовлетворяют уравнению

ձձՓր= 0 (7 = 1,2,“, л)
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и граничным условиям

о11/
 

___
=» 

Зло =0

41։| =о 
у 1у—։՛ -»I _=0 (1>

^|..»=0 0=1,2,-.., п)

< ,=° (г=1,2,- п)

Условия контакта следующие:

•^ .У-сГ
L - С/

(։=1,2,- ■ п—1)

(2)

1у=с i L с,- (/=1,2,- п-1)

Из соотношений 
маниями получаются 
функции Ф/(х, у):

между температурными напряжениями и дефор- 
следующие выражения для перемещений через

26u</) = т I i. dx — (1 — т) шу -J- Ь; а, £Д Тх
J Т. (3)

26Vn т 1 -- - dy— (1 - т)4՜ <ц х -J- di -j- а/ £Д Ту 
J Ох- ду

где G модуль сдвига; т = 1—у; а/, b{, di - постоянные интегри
рования.

Рассмотрим функции

ФР (y)-fty9 (4)-

где и (г = 1, 2, • • п) постоянные.
Эти функции в соответствующих областях определяют напряжен

ные состояния, однородные в каждом отдельном слое

^ = 0, = (/=1,2,..., п)
Из требования удовлетворения 

циентов /р получим рекуррентные

( { = Д/ ~ ТЛ+։ Л 2т

условиям контакта для коэффи- 
соотношения

(/=1, 2,..., п-1) (5)

Функции напряжений Ф/ (г = 1, 2, • • •, п). удовлетворяющие усло
виям на границах (1) и условиям контакта (2), ищем в виде
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Ф,(л-.г/) Ф50)(у) ? Н.г,.7) (6)

Бигармбническая функция Ф (х, у) удовлетворяет следующим гра
ничным условиям:

(О < у < Л)

сРФ - <>5Ф= 0 -------- = 0 (0<х</)
дх* дхду ч-/,

(>2Ф = 0 (0;<х</)
7-0 дхду (7)

б:Ф _ б2Ф ֊ в < у < С( ։)
х—X) <>у: А—? (1 1, 2,-՛-, п-1)

б=Ф = д*Ф 
дхду , дхду

Соотношения (5) обеспечивают удовлетворение условий контакта.
Таким образом, решение рассматриваемой плоской задачи тер

моупругости приводится к определению функции напряжений Ф(х, у) 
для соответствующей плоской задачи теории упругости с граничными 
условиями (7), решение которой дано в работе |5].

В конкретном случае, когда п=3 и ’։ =¥= получим сим
метричную относительно х, у задачу. Помещая координатные оси, 
как показано на фиг. 2, можно рассматривать только четвертую часть 
прямоугольника.

Для определения постоянных и (.՛' I, 2, 3) имеем следую
щие соотношения:

А Л֊
2т

/■ £АГ (8)
2 т
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Sl֊g..=°’ m(m 1)

(8)
1)

Из (8), так как «4 = а3, получаем 

/п А /э связаны двумя условиями (8). Принимая /։ = О, 
/з = 0, так как /։ = /5.

На основании (7) имеем граничные условия

получим

39 Ал — °’ |у-А “ ° (9)

«о
|,^ = ф (у) = V ЙА- COS у, А, О 

А«֊։
В данном случае

Ф(у) = ~2f, ~֊Ч. <4.= ^֊֊sin Stc (10)
t'kh

Имея в виду условия симметрии

'X,J |»=о — и А'1 = ~жя |д-(1 ~ v |у==0 ~ 0

функцию Ф (х, у) ищем в виде
со

Ф (*. у) = V cos ykx [ Л:: ch Ук у D^kУ sh ։/] 4֊ 
А«։

ОО
v cos 3<- у [£* ch 3fcx ֊} Н&кХ sh (11)

Л-1
где

Удовлетворяя граничным условиям (9), получим значения

А к = Dk^kh th «а-А

Ек = -Н^М1֊1^1

и бесконечную систему линейных уравнений

Xk=^ApkYp±Pk

ОО
Уа = ^ВукХр <- Qk

(12)

(13)
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где

(14)

Хк = ( 1 )Л 1 ей

. 8=4 (2р - 1)
Арк ՜ ?^1(2р֊1)г Ш2’ Врк — 8’4 (2р 1)

'\4(2р 1)2 + ^Г
(15)

Здесь

с* = (2*֊1)у. ч=^к-1)4 
/1 (16)

?-АЛ------ ■
сЬ’ «1-Л ^=։ьад+^Ь (17)

Л 4</ з И *кс

<Л-

~5асЬ';А(2А' 1)

(֊ 1)к4(/1Ьялс Л
^(2<‘—1) I

(18)

(19)

Система (13) вполне регулярна

0-77,
I 1^1 <0.77

при этом свободные члены имеют порядок £ 
к [51.

Рассмотрим частный пример,

/’ з’

когда

с 1
Г “ 4

Для выражений напряжений на линии контакта у — с имеем

к

О.

/а у-с-о А-=1

а- ։ соя
/

֊6 3(-1)‘-’ соя----
4

2сЬ֊^
4

сЬ-֊
•֊'

3 . X
8»п ~

‘•4СЬЗ;Х.

.. ян —
•к___ 1
4 , ■; к 

сЬТ

5|,‘1Т 
л- Л

Ь
3

1Ь 4
*7

еЬ-^’
хк

сЬ т.

сЬ-;1.4 
з-^ 11։ 3*^ —г-?— *л ** сЬЗ-Ц. П (20)
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2
Л

3 х31П-—-ц.с|17 _
2 Л
ТлсЬЗ-;,.

-2 2(֊1) 
4-1

соз
4 ей 

О

•А

3

сЬ-ТТа 4 Х'к-

ОО

֊6 2
к=1

( 1)* ' соз
2 0^

еЬЗ^, “ Л
5,17‘Тп

с И 3՛^4

(1)

3 । ' А 
сЬт J

֊ З-лЬЗ ' Л
•'՛• сЬЗЪ

2^. = 4
ОО 5|П֊’
V _____

$Т* , л՜
4 ։Ь Л

асЬЗ'.Ч

со

+ 2 2(-1)‘+։
*-1

^п7А֊у
•А 4

.як , 4

сН֊з\]
Хк

2(- 1Г՛ . ^Та
81П-Г

А + 
сЬЗ-;.

еЬт,֊ 
х _____ Ь
Л сЬ Зт*

• А , .А
3 1 3

6

֊ •З^ЬЗъ—" 
сп 3*Г,

где

Та =
2£—1

2
у -Уа
X, 2/\

При у = в выражении зд//.. исчезает первое слагаемое: на-
пряжение о на линии контакта имеет разрыв.

Оценки неизвестных Хк и У а определяются из системы (13)

- 0.43886 < Х1 < ֊ 0.41972

- 0.05508 < Х-. < ֊■ 0.04351

0.312 < И <0.32271

О.1654< У: < ֊ 0.15463
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0.00154 <Х <0.0119

0.000649 <Х <0.01171

֊ 0.00528 < Х-, < 0.006697

0.008097 < Л <0.004498

0.03263 Л< 0.01752

0.0761 < Г։ <0.08856

- 0.06583 < У\ 0.05281

0.04294 < У- <0.05632 (21)

- 0.412 < К < — 0.02854

- 0.04925 < К < 0.03961
(*>6)

Значения напряжений с избытком и недостатком в некоторых точ
ках линии контакта, полученные при помощи (20) и (21), приведены в 
таблице. Погрешность для наибольшего вычисленного напряжения не 
превосходит 3.7%.

£|00

А '

20Б.66-

Фиг. 3.

х. 
I

Таблица

Л/1 <//з ՝*з//э *.тр//2

0.0 0.4332 0.5601 -0.0217 0.02-17 0 0
0.5 0.5327 0.6279 0.0052 0-034 0.0509 0.0902
0.75 0.8113 0.8995 -0.0075 0-0322 0.1814 0.2201
0.8 0.7999 0.9885 —0.028 0.0107 0.183 0.225
0.9 1.0728 1.1735 -0.0059 0.0808 0.1087 0.2184

1 0 0 1.9868 2.14 . 0 0

Графики контактных напряжений, построенные по средним значе
ниям их оценок и приведенные на фиг. 3, показывают, что на краях 
поверхности соединения в рассматриваемом прямоугольнике возникают 



10 Р К, Алексанян, А. М Мкртчян

большие нормальные термонапряжения которые при значительных 
амплитудах колебаний температуры и больших разностях эц —а,1 мо
гут привести к образованию трещины.

Авторы считают своим долгом выразить признательность К. С. Чо- 
баняну за обсуждение настоящей работы.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступили 16 III 1970

Ռ. I». ԱԼԵՔՍԱՆՅԱՆ. Ա, 1Г. ՄԿՒՏ231ԼՆ

ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐՍ

Ա մ փ ռ փ ո է մ

Գի ատ filfi/uK} I; արտաքին ուժափն ազդեցություններից և կապերից 
աղտս։ բսւղադրէալ ուղղանկյան չ՝երմաոաձդակտնութ  յան հարթ խնդիրը։

fl< .դդանկյունը հավաքված. Լ ո համտսեո, նույն աոաձղական և տարրեր 
ջերմային ընդարձակմ՛ան դործ ակիցներ ունեցող ուղղանկյուն մասերից1 Լա
րումները առաջանում են ջերմաստիճանի հավասարաչափ փոփոխման հե
տևանքով։ Խնդրի լուծումը բերվում է գծային հավասարումների լիովին ոե- 
ղուլլար անվերջ սիստեմների։ ք'ևրված Լ թվային որին ակ:

. THERMAL STRESSES IN A COMPOSITE RECTANGLE

R. K. ALEXANIAN, Л. M. MKRTCHIAN

Summary

The thermo-elastic problem of plane deformation of a composite 
rectangle free from any external force influence is considered. The 
rectangle consists of n homogeneous rectangular parts with different 
coefficients of thermal linear expansion and similar elastic constants. 
The stresses develop due to uniform change in temperature.

The solution of the problem is reduced to quite regular infinite 
systems of linear equations. A numerical example is given.
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