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К ЗАДАЧЕ О СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С УПРУГИМ 

ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

Имеется несколько подходов к решению динамических задач для 1 
оболочек, связанных с заполнителем (основанием). В наиболее простом I 
из них жесткость заполнителя моделируется основанием Винклера, а I 
его инерционность—некоторой приведенной массой |1]. В другом, более | 
точном, заполнитель представляется так называемым инерционным вин- I 
клеровским основанием —стержни и диски с распределенной массой 
|2!. Наконец, наиболее точный подход состоит в решении контактной I 
задачи для системы оболочка —заполнитель, причем последний моде» || 
лируется трехмерным упругим телом, движение которого описывается 
общими уравнениями теории упругости [3, 4].

Очевидно, первые дна пути являются сравнительно простыми, но 
не учитывают распределительное свойство заполнителя, а также ряд 
других факторов. Третий путь позволяет решать задачу точно, однако 
возникающие при этом математические трудности органичнвают возмож
ность его применения.

В статье предлагается модель заполнителя более точная, чем мо
дель Винклера, так как она „распределяет“ нагрузку и в то же время 
более простая, нежели модель трехмерного тела.

Идея предлагаемой модели состоит е том, что в общих уравне
ниях теории упругости, описывающих движение заполнителя, полагают
ся равными нулю перемещения, эквидистантные поверхности оболоч
ки. Сохраняется лишь радиальное перемещение, соответствующее про
гибам оболочки, а из трех уравнений теории упругости- -одно уравнение. '

Принятое допущение в отношении перемещений заполнителя оп
равдывается малой величиной касательных перемещений по сравнению 
с нормальными в пологих оболочках, а также для оболочек произволь
ной кривизны, деформации которых имеют большом показатель изме
няемости. Указанные оболочки широко распространены и поэтому пред
лагаемая модель заполнителя для них может найти практическое при
менение.

Изучение совместного движения оболочки и заполнителя сводит
ся к решению контактной задачи для двух тел, деформации каждого 
из которых описываются различными уравнениями. Для совместного 
решения этих уравнений можно использовать два пути. В первом—пе
ремещения оболочки и заполнителя раскладываются в ряд по одинзко-
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•кн «функциям от координат, эквидистантных поверхности оболочки. В 
лом случае условия сопряжения тел выполняются точно, а уравнения 
МП движений по указанным двум координатам решаются приближенно, 
например, методом Галеркнна. Второй путь предусматривает точное 
решение уравнений движения оболочки и заполнителя; условия же 
сопряжения выполняются приближенно в смысле метода Треффца.

На основании предложенной модели в статье приводится решение эа- 
.ично собственных колебаниях цилиндрической оболочки с полым запол
нителем для одного вид.» граничных условий по торцам—свободное опи
рание. В атом частном случае и уравнения движения, и условия сопря- 
V пня оболочки с заполнителем удовлетворяются точно, а решение 
получается простым. Полученные результаты сравниваются с данными 
точного решения, при котором движение заполнителя описывается об

Фиг, 1.

щими уравнениями теории упругости.
1. Уравнения движения оболочки 

записываем в виде [5]

_ггц։ д*и>
/< <Гх: ' СЧ3 Ь Л

1 , .
£^Ф =

1 О2и>
R дх3

(1.1)

где реакция заполнителя, осталь
ные обозначения -общепринятые (фиг. I). 

Неизвестные функции, входящие в 
систему (1.1), представим так

ш

Ф

9«

41Ви У . • ։ /О ։ ТП-I СО5 у ЯП#В хе , А.’.,, = -у 
с|

(1.2)

Здесь А, В и С постоянные, т 
и ?.п — числа полуволн вдоль образую
щей и по окружности, / — длина оболоч

ки (заполнителя), ш—круговая частота, /= I — 1 .
2. Уравнение движения заполнителя будет |6]

«/’иг 1 ди, и. 1 1—2*. д^и, 1 — 2/. д'и,
г д7 г ' г- 2(1 ) 2(1 >.) дх*

(2.1)
(1Ю (12*.) &и,
"Т1-У.)£. <н։ * 0

где «. — радиальное перемещение, г, и х координаты вдоль ра
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диуса, по дуге (6 = у/R) и по оси, Е։, ч՝ и р, соответственно мо
дуль упругости, коэффициент Пуассона и плотность материала запол
нителя .

Принимая на торцах, как и для оболочки, радиальные перемеще
ния ранными нулю, решение уравнения (2.1) запишем в форме

иг = | С\ ]р (уг) ֊г С.: / ,, I совпб хе' ‘ (р не целое) (2.2)

и, = [С://։ (*,т) -•֊ С» ¥,, ('.г) | со$п0 яГпАГф хе՛՛"' (р целое) (2.3) 

Здесь }Р{‘{г) и Ур {-■;/-) функции Бесселя р-го порядка первого и 
второго рода. С. и С постоянные,

, ..1 2*.= 1 + "՛ 2(1՜) • ֊ (1 А)(1
(1֊ъ) Е>

_1___ ?21։ £•’ (2 4)
2(1-7,) ” ՝ ’

Граничные условия на боковых поверхностях будут

г R, и г ֊

г — а, зг = 0
(2.51

где а и R—соответственно внутренний и наружный радиусы заполни
теля, 

£» (1 *.) 7, м<
5г՜ (1 Г 7,) (1 —27,)| 7>г 1^՜ г 12.6)

Подчинив перемещения (2.2) и (2.3) условиям (2.5) с учетом (1.2), 
выразим постоянную С, входящую в реакцию, через постоянную .4. 
Подставим функции (1.2) в систему (1.1), получим частотное уравне
ние, где учитывает влияние заполнителя

с*л24-12(1 7")<?-сх2<о*2 4- Д, -0 (2.7)

А’ = ^ +7.) (։(1-'2м с Е-<А’А’“ А՝л<) (А’ - А<։'' (2-8)

А. = 37/.-1 (?) -Г (•< р) (?), «/֊(р - П (а)4- (р — V*) 7-р (а)

Аз = 3/ -<₽+1>(3) (*;+/>) 7-ЛР), А4: »7,-1 (а) (7 ^)7,(а) (2.9)

А5 А։7֊р(’), Ав = Л37л(«) (р не целое)

А, = ?7р-1 (?)-1 К Р)Л(?), А2 = аГР_։(«) Н/-р) ГДа) (2.10)

л3 = ?г₽_։(?)-|.(у;-р) Гр(?), А։ (я) ('\ р) ]р(7)

= Ад7р(а) {р целое)
-֊» .здесь введены Безразмерные параметры

с = п4 ՝2п՝'->՝ то = , х= А՜ (2.111
I к
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12(1 — с. ЕЛ г- р,/?
АЛ2 ' Л’~‘£Л ’ рЛ

(2.П)

(1 у,) (1-2*.) ?>= >■•’ 1 2а
1271 7Т(1 ՝7 £7՜ " 271~7)"

Отметим частные случал.
а) Заполнитель без отверстия (г ֊ 0)

д _12(1-^(1֊л)г£.. /ц
1 (1 + А ) (1 2а)

3= =.«

(2.12)

б) Невесомый заполнитель (р։ 0)

| л- ֊ рЧт ш‘Л?)с Е- А - А А) < А +/.)
Л = Р4-։ (Р) (р — \) /„ (Р), Л = ^Кр -1 (а) ■* (р — \) Кр (а)

(2.13)
Л = рА^-։ (3) 4- (р \)КРС^), Л = «4 1 («) — (р <)/г(а)

Л А^(з). /0 Л/Да)

где /,. и Л,, - модифицированные функции Бесселя порядка р первого 
и второго рода.

н) Заполнитель отсутствует (£^ — 0 или 1)

Д։=0 (2.14)

г) Осесимметричные колебания (п — 0)

А1= (1- Ь* Л<о)

Ав. Уо(?) + М- 1)71 (Р), (<-1) У։(а)
(2.15)

А.ю = рг0(3) (,; 1)Г(?). +

/*50 — А]0 I (а)» Ав'1 ~ (а)

3. 11риняв эквидистантные перемещения равными пулю, мы на
кладываем на заполнитель дополнительные связи, что должно привести 
к завышенным значениям частот собственных колебаний. Чтобы ком
пенсировать влияние этих связей, уменьшим жесткость заполнителя, 
представив его моделью, состоящей из дисков, не связанных между 
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! оси не

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Гука

(3.5)

собой (вторая модель). При этом связанности материала идол։
будет. Соответствующее уравнение для заполнителя будет [6]

д^иг 1 ди. и. ] - •,* д-и. 1 ֊*, I д'и.
7%* г дг г Е. ՛>։՝ -.2 г-

Решение уравнения (3.1) возьмем в виде

и г - + С;.у 4 (//•) | созп^е* 1 (А- не целое)

и г — | С,/* (/ *) 4- С: У, (' г) ] созтЯс'' * (к целое)

1 •*. 1—*2
к* г 1 г ~ л’։ /5 = 'Ч ,М

Используя граничные условия (2.5) и имея в виду закон

Е, ( &и' и' \
1 —дг г )

получим частотное уравнение вида (2.7), где X член, учитывающий 
влияние заполнителя, будет

Д= Е<Л & ~ 8» (31>

81 = V*֊։ -тЬ.֊/с)= • ((-~\ )/•(<)

8* = (%) ֊ (*. ~ к) У 1 (л), - :/4_, (;) - (м, — к] У* (;)

§5 = 8։/ * СО. £• = & У* 0) (к —не целое)
(3.7)

81 = V*-« ■+ (•*. &) /. (•<), -։ (:) 4- (*« — к) Ук

8։ = ('/» Г (а - к) Г4(7։), О։ ֊֊ :у._։ (;) - (7, - А)УН;)

8-, = 8։ (•). 8< = 81]- (О, «' — целое),

? = Я*Х[^127Г^|՛’ '‘ = ։г

’ 1астные случаи.
а) Заполнитель без отверстия з 0)

12 (1 — тг) £; с 
7ГШ

б) Невесомый заполнитель (;•* 0)

12(1 ֊*’)£> а-тМ(1 »п) 
1 ֊ *1 (\-->. 1 к (к 4-

и) Заполнитель отсутствует (£' 0 или ; I)

Д,и0

(3.3)

(3.9)
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г) Осесимметричные колебания (п - 0)

• 1

$№ + 520-^0 («) + (*« - 1) >'>(=)
(3.11)

~ Г1 ^0 ('■) ՛ 0* 0Ь(т|)| #40 '-/оО) ’ (7* О/1(')

5» — ։ (:)» ~ £зь]\ (՝)

4. Решая задачу точно, воспользуемся для заполнителя общими 
мнениями теории упругости. При осесимметричных колебаниях в от

сутствие канала перемещения представим в виде |4|

п. — | Схкт (рг) — СуЛ/о (гг) I созЛ-п, хе'' ՛ (4.1)

иг = — \ Ci~iJx (?г) ~ С2к^}1 (’>г) ]з1пАгот хе1"' (4.2)
«,» II

Г'.10 ■> 'е.'»՜
, и-2|Ч ~ *«•’ 'Л=~ (4։3)

где С։ н С — постоянные. > <. и щ — константы Ламе.
Подчинив функции (4.1) и (4.2) условиям (4.4) с учетом закона

Гука (4.4а)
г = R, и, = ։<>, ~гг = 0 (4.4)

А ди, и,
Ог

ди. 
дх

(4.4а)

I получим частотные уравнения 
ваюшее влияние заполнителя,

вида (2.7), в котором слагаемое, учиты- 
будет

Д = £•1211-г!

з 3 1 • м — 1

, _ (1-27.) (1 + 7. )
12(1 ..^)(1 -7Л) £;

(4.5)
1+*» г/19*2Х-' >։ Iм» 7. 1 — 7.

6(1—Г) “ £7՜ ‘ 1՜ + ;а 1 27.

г-^Ш'
Случай невесомого заполнителя получить из (4.5) предельным пе

реходом [/’*— 0 нельзя, так как при этом в решениях (4.1) и (4.2) те
ряется одна произвольная постоянная, что не позволяет удовлетворить 
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двум условиям на поверхности контакта. Поэтому примем О । ис
ходных уравнениях теории упругости и решение их представим так

и, \Cikrli (4»1 г) С2/о (/<„, г) )соз&,„ хе'՜”' (4.6)

и г = { Су [/с.. г/0 (к.„ г) 4(1 •л)/(4-гп г) ] -4֊ С../։ (кт г) } 81пЛгп, хе‘ '
(4.7) 

где /„(/<„, г) и /. (Л-,„ гI модифицированные функции Бесселя нулевого 
и первого порядка.

Частотное уравнение сохраняет вид (2.7), а член, учитывающий 
действие заполнителя, будет

12(1 Л ,/=«($) х <* Е- 11 •>. 2(1 Ыж 1 ) 1 | (4-8)

5. Были вычислены частоты собственных колебаний для оболочки 
со следующими параметрами:

X 1/250: > V, _ 0.3; Е\ 0; 0.4; 0.8;

0; 1.0; . - 0; 0.3; 0.6; 1.0

Результаты представлены на фиг. 1 4. Первые три из них относятся к 
осесимметричным колебаниям, четвертый к неосесимметричным.

Фиг. 1 показывает, что с увеличением жесткости и уменьшением 
плотности заполнителя частоты растут. Как и следовало ожидать, вторая 
модель заполнителя (пунктирные линии) по сравнению с первой (сплош
ные линии) дает заниженные результаты. Характерно, что при Е\ = 0 
и (**=7^0 имеет место скачок в значении частоты. Низшая из них рав
на нулю и соответствует движениям отдельных элементарных масс, на 
которые распадается заполнитель, лишенный упругости. Вторая ча
стота относится к оболочке без заполнителя, т. к. при Е\ 0 он пе
рестает существовать как связанное тело, в результате чего с оболоч
кой колеблется лишь бесконечно тонкий слой заполнителя.

Фиг. 2 и 3 иллюстрирую։ зависимость частот от величины диа
метра канала заполнителя при различной его жесткости. Если запол-
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пнтедь невесомый (фиг. 2) с увеличением диаметра канала частоты 
падают. причем интенсивность падения растет с увеличением жестко
сти заполнителя. В случае весомого заполнителя (фиг. 3) частоты 
могут как падать, так и расти.

На фиг. 2 штрихпунктирпыми линиями нанесены точные значения 
частот. Отмечается удовлетворительное совпадение результатов, да- 
иэемых моделями и точным решением (разница 2 -У°/о).

Графики на фиг. 4 показывают, что с увеличением жесткости 
заполнителя число волн, соответствующее минимальной частоте, умень
шается. Заметим, что в задаче устойчивости для критического ра
диального давления картина обратная количество волн увеличивается 

Запорожский машиностроительный институт
им. В. Я. Чубаря Поступила 2 VI 1969
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ON THE PROBLEM OF PROPER VIBRATIONS OF A 
CYLINDRICAL SHELL WITH AN ELASTIC FILLER

B. A. KORBUT. Y. J. NAGORNY

S u in m ary

A model of an elastic solid filler in closed cylindrical shells is 
considered. The motion of the filler is described by an equation of the 
theory of elasticity with respect to a radial displacement. The other 
two displacements are taken equal to zero. A study is made of free 
vibrations of the shell and filler having different geometrical and phy
sical parameters for special boundary conditions on the butt-ends.

Comparison with an accurate solution shows that the model sug
gested describes the filler strain fairly well.
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