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§ 1. Рассматриваются осесимметричные колебания конечного
, цилиндра с заданными смещениями на поверхности. Для точного ре­

шения задачи необходимо построить решение уравнении Ляме
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:<■֊՛'• ••рое давало бы возможность удовлетворить следующим граничным 
условиям:

г а иг 0 и. = И (г) СО5

2 = 0 И, 0 и, - {/(г)соя">/ 

շ = I иг 0 = Ս (г) շօտ о>/

(1.2)

Случай ненулевых смещений и, на границе отличается от настоящего 
лишь более громоздкими свободными членами в бесконечной системе, 

В*-.Которой сводится решение задачи. Приняты обозначения: а — ра­
диус цилиндра, /' длина цилиндра, р плотность материала. >• и и — 

[постоянные Ляме, м. — частота вынуждающей силы. Предполагается.
что ю не совпадает с какой-либо собственной частотой цилиндра. <• и 
֊ - объемное расширение и вращение, связанные с радиальной и. и 
осевой ц. компонентами вектора смещения соотношениями
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Для получения решения уравнений (1.1) со степенью произвола, 
[достаточной для удовлетворения граничным условиям (1.2), исполь­

зуется метод, берущий свое начало с работы Ляме о параллелепи­
педе [11 В последнее время такой подход к решению пространствен­
ных задач Теории упругости для ограниченных областей развивается 
в работах [2 5|. Перемещения и, и и. представляются в виде сумм 

■решений однородных уравнений Ляме (1.1) для бесконечного упругого 
слоя толщиной I и цилиндра бесконечной длины радиуса и.
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Граничные условия

.4т, С,п произвольные постоянные.
для го накладывают следующую связь

произвольные постоянные:
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Подставляя (1.4) в граничные условия для осевого смещения и испо, 
зуя соотношения (1.5) и разложения
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Перейдя к новым переменным /0= —До» = ~՜ (^о 4՜ ао)> ~ 
а I

\(Ь0 щ). г„ — =г(?=)4(^а). х 
I а I

Уп а" °й(^։) яНч./Уо(7„) легко заметить, что общая задача о ко­

лебаниях распадается на две независимые задачи: задачу определения
- * ֊/ Iколебании, симметричных относительно плоскости X 
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м задачу о кососимметричных колебаниях

. Л֊ - 2 .»',-(- 1 + СО5 — Л 4 V г„( 1 -2У0

4Ги 4 У „=1,2,3,... (1.7)
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В (1.6) и (1.7) введены обозначения
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§ 2. При исследовании бесконечных систем (1.6) и

димся случаем симметричных относительно плоскости х

(1-7) 
/
9

огра­

коле­

баний, так как существование решения второй задачи доказывается 
аналогично. При этом удобно с помощью известных тождеств [3]

2 ” к = /..да) 2 _£ ~ 1с (Ь ПА

<։ >хи /։(4*а) ка -„.Гл. п'՜ 2

преобразовать выражения и р, к следующему виду: 
И . = _ а ± V_____ < __ 2 й 1^1

" Ч~; (ят4- ’*;)(£ 4■«•) а |а^|

(2.1)
11?,= у _____________

! й)! / И!
Рассмотрим сумму ковффмциентон в каждой строке уравнений (1.6).
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Принимая во внимание (1.8), (2.1) и что В,. = 

легко получить
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так как sin - Z < 1 и /։ ( — а | 1, то как только т > М и яЪЛ',
vi | I \ I I

где М и Л такие, что a՝v^>0 и Efv^>0. то сейчас же будут выпол-
СО ОО

пяться неравенства У I 6тв ] < 1 и V |ввт|<1. т. е. система (1.6) 
«=0 т—0. .....

квазирегулярная.
Докажем теперь, что совокупность свободных членов систем 

(1.6) и (1.7) ограничена. Из теории бесселевых функций [6] известно, 

что если / /(/) имеет ограниченное изменение на (с. d), где (с, 7) яв­
ляется какой-нибудь частью интервала (0, а), то при р—» ос

<11-֊ 0« :) 

с

Согласно приведенной оценке ։>n — O(ji '' >, л, _ О(л„,’). Таким обра­
зом, если конечная система уравнений относительно Xo, Xn и 
Zo, Z2,.... /.и, через которые можно выразить все остальные неизве­
стные, имеет единственное решение, то единственно и решение си­
стемы (1.6) [7|.
Ленинградский политехнический институт

им. М. И. Калинина Поступила 2 VI 1969



О вынужденных продольных колебаниях цилиндра 49

0. Ա. ԴՈԼՈՎԻՆ

ԳԼԱՆԻ ՍՏԻՊՈՂԱԿԱՆ եՐԿԱձՆԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա il փ n փ и 1 մ

Ւիտարկւիռմ են ւքե ր? աւ[ո ր դլան ի ա ч ան y յւա и ի if ե ար իկ ա ա ա անա ։1եե ր ր' 
\ /*կ1ւրնէւէ.լիքի վրա տեղւաիո իււււվմ Հունների արմ ան ղեպրումլ Ստիպողական 

« սւ տանու'Rib րի ամ պ/ի ատ դա {ի նկա uni՛ ա մր. ստտւյվ ած է ղծաքին հան րահա շ- 
Աաֆան ''“•վասարոէԱեերի անվերջ ււիաււեմ ; Ապացու ցված I; սիստեմի րվաղի֊ 
<я1>Ч'ч I լսւրա իք I in'll ր ա/ն են իք աղ րա իք / ա մ ր, որ հարկադրող ում ի հա&աիւակա֊ 
, նաիլանր չի >ամրնկնամ ղ/անի որևէ սեփական տատանումների հտճաիւա֊ 
՛. կսէնւռքյլան հեաւ

ON FORCED LONGITUDINAL VIBRATION OF A CYLINDER

0. A. GOLOVIN

Summary

The problem of longitudinal axisymmetric vibration of a finite 
•cylinder is reduced to an infinite system of algebraic equations. The 
Mtasiregularity of this system is proved.
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