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Б. Л. ПЕЛЕХ. Г*. Д. СЫСАК

О ДАВЛЕНИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА НА ТРАНСВЕРСАЛЬНО- 
-ИЗОТРОПНУЮ ПЛАСТИНКУ, СВЯЗАННУЮ С УПРУГИМ 

ОСНОВАНИЕМ

На базе обобщенной прикладной теории С. А. Амбарцумяна 
[1, 2], построенной с учетом влияния касательных срезывающих на­
пряжений, решена конкретная задача о вдавливании твердого тела в 
круглую трансверсально-изотропную пластинку, покоящуюся на уп­
ругом основании Винклера. Ранее аналогичная задача для изотропной 
пластинки решена в рамках классической теории Кирхгофа В. М. Алек­
сандровым [3].

§ 1. Рассмотрим бесконечную трансверсально-изотропную плас­
тинку толщины 2//, связанную с упругим основанием Винклера. ! 1уст։ 
на пластинку действует осесимметричный гладкий жесткий штамп 
(фиг. 1), основание которого описывается уравнением г —/(г), вдавли­
ваемый в пластинку усилием Р՝ радиус области контакта предпола­
гается равным а.

Фиг. 1. Действие штампа па пластинку, связанную с упругим основанием

Уравнение осесимметричного изгиба трансверсально-изотропной 
пластинки, покоящейся на упругом основании Винклера, имеет вид

£)ձ, ДР w w 4- > — (<7 </) (1-1)
где

2Е.,ьл _ = 2/г е„ д 1£/гУ.\
.>.3(1 •< Г 5(1 —г?) С-’ г (1г • <1г /

-м — прогиб пластинки; > - коэффициент постели упругого основания; ! 
а — нормальное давление под штампом; Е.„ — модуль Юнга и
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ициент Пуассона в плоскости армирования (н срединной плос­
кости): 6-— модуль сдвига в площадках, перпендикулярных этой 
плоскости.

При этом
«’ (г) = Р - /(г)] при г<а

где $ —величина поступательного перемещения штампа и

с/(г) = 0 при г > а

Распишем уравнение (1.1) по областям

д = £)Д, /=Д,/(г) — ).[о — /(г)], 0 <' о (1.2)

и»-Ь/.«> = О (ИЗ)

Требуется определить прогиб пластинки, давление под штампом, 
а также зависимость размеров площадки контакта и величины '• от 
приложенной силы Р.

§ 2. Давление под штампом </(г) определим из уравнения (1.2).
Если правую часть уравнения (1.2) обозначить через /•՛(/•) и ввести 

г а
зразмерные величины х - -----г֊ и ~ --------, то это уравнение

|/ с | е
испишется так:
| = <2-‘)

Решение уравнения (2.1) имеет вид

</(х) Сл /0(х) -г С» А’о (х) -т дл (х) (2.2)

где 10(х), К(,(х)— модифицированные функции Бесселя первого и вто­
рого рода соответственно; д' (х) частное решение уравнения (2.1), 
которое находится методом вариации произвольных постоянных:

9* (*) = 4 (-՝*) ( хК0 (х) Л(х) (1х К(, (х) х/0 (х) 1' (х) <1х (2.3)

Постоянные интегрирования С, и С8 найдем из условий конечнос­
ти давления в центре пластинки и отсутствия давления в граничных 
точках области контакта

<7(0)<Ч </(•;) = 0 (2.4)
что дает

- '■ " <”>

Окончательно, закон распределения под штампом представится так:

"‘Ч1
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§ 3. Величину -.»• (г) найдем из уравнения (1.3), определяя носто' 
явные интегрирования из следующих граничных условий:

։՝։п ад (г)—0, и» (а) ——/(«)!, «»'(а) =/'(о) (3.1)

Вводя безразмерные величины

запишем уравнение (1.3) следующим образом:

.1: Дw — 2bQ А; w — w — 0 (3.2)
где

- ■ л= + 5 <й

Решение уравнения (3.2) разыскиваем в виде

w — AZ0(c У s ) (3.3)

где Z, ( : I s I цилиндрическая функция; >4 произвольная посте՝ 
явная .

Подставляя выражение (3.3) в уравнение (3.2) и упрощая егс» 
получим характеристическое уравнение относительно параметра

s’ — 26$ s 4-1 =0 (3.4)

корнями которого будут

si,։=֊4»'± <3.5«

Опуская выкладки, запишем решения уравнения (3.2) в зависимо' 
сти от корней характеристического уравнения:

в случае комплексных корней (6՜ 1<^0):

w = л; л (■ i м : д; ^t։’(= |л$7> + и; л <= । 7) + д; /<։)g i 7)

(3.6) 
в случае действительных различных корней (6՜ — 1^>0):

*’ = А/о(=1 «։ ) + Аг )'„( ср' Sj ) Ла/0(« V Sj)+ Л4 Го(;| з:)

при 60<^ 1 (3.7)
и

ш =/4,/0( ֊ Г )s։ | ) -Ь А, Кп{ : р |s։ । ) /43/О(:| |я.| ) 4-

I Д.։ Ко( ։ V |sa| ) при 60>1 (3.8)

։'Де Уо(^). ^о(2). /4' *(>) функции Бесселя соответственно первого, 

второго и третьего рода; АГ(1 (z) модифицированные функций 
Бесселя первого и второго рода.
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Малореальный случай равных корней не рассматривается.
В дальнейшем будем пользоваться наиболее общим вариантом ре­

шения (3.6). Для этого преобразуем уравнение (3.6).
Введем обозначения

51.г = о 4՜ /6
где

Е /’Т /' /-Е2
а= - Т| 75’ л = |/ 1 40

Тогда

: |/ $1։ ? = - | а — \Ь — &е '? (сое? ± /з'ш?) 
где

, 1 . ь ( * ■ г՝ \
Г< = 6, ? аге Ц, ( Т<с<

Обозначая далее

./о(ре*'*) = м0(р) ± / г«й(р)

(3.9)

(ЗЛО)

^°(ре^) = Л(Р) ±/5о(Р)

и внося (3.10), с учетом (3.9), н уравнение (3.6), получим следующее 
выражение для прогиба:

ю==лхио(р) * Л։»о(?) - АА.(р)-г 44^0(р) (3.11)
где

А։ — А1 I А 3, /4« = / IА,, — А,,)

А3 = А՝. 4- Д’, А4 = / (А* - А\)

Произвольные действительные постоянные Аи А2> Д3, А. найдем 
из условий (3.1). Опуская выкладки, запишем решение уравнения (1.3), 
удовлетворяющее граничным условиям (3.1):

Л (а> ?) 1*5 “/(«01 -^֊Г(а. р)/‘ («/)
«1 =--------------------7------------------------------------- (3.12)

гл, К к)

Здесь
^(«, ?) = ^о(’) /о(Г*> -7о (а) ?о (Р)

7| (р) ~ [71(?)СО8? - ^(р)81п<р ]

?0 (р) ~ [71 (р) 4֊ СО8?]

Таблицы «функций Л(р)> §о (р), 7 (р), Ь’з (р), содержатся в рабо- 
41 ■
§ 4. Связь между величинами а и определяется из следующего 

соотношения:
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которое с учетом (3.12) приводит к уравнению

I G\K P)p֊/W)| б'(а,

А, (*, р)

где

Мм) = [-• J?o(a) /о U-) /<.(*) Яо (f')J cos 2? - [gn <1>) io (я) I- 

4֊/0(а) 7о(р) И" 2$

Связь между величинами Р. а и •'> находится из известного у| 
ловия

Р = 2' I I Ч (г) rdr 4- aQA 

и

где С?д сосредоточенные реакции, возникающие вследствие налнчй 
упругого основания [3] и которые можно определить из соотношени

О/« -- I ~ м<г) — 7)Яг («) [ <4-^

Из условия (4.3) ՛■ учетом соотношении (2.6) и (4.4) получим

т
Р

о

9/»И) /<|(х) х<1х ֊
(lx

Ч* (х) -

(4.5)

2~^Д J G.J?(a> Р)(5 - Z(gQ]-f- (*, Р) /я («/) 

Соотношение (4.5) определяет связь между а и Р, 
подставить из формулы (4.2).

§ 5. Представляет интерес исследование найденных

если в не]

в зависимости от параметра Е,.՛ 'G-, 
пластинки на сдвиг.

Предельный переход Е., СЕ <

характеризующего
соотношеш
податливое

0(пластинка с бесконечно болью
сдвиговой жесткостью).

Справедливо следующее утверждение: распределение давл 
ния под 'Штампом (2.6) при стремлении отношения Е., С: к нулю с.01 
падает с соответстпующим распределением давлений <7'х\ найденным 

на базе теории Кирхгофа |3|, во всех точках за исключением тоЧ'-и 
границы контакта.
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Р.,При конкретных значениях — 0 доказано неравенство

<1 < я(к

т. е. максимальные давления под штампом, 
пых уравнений, меньше соответствующих 
теории Кирхгофа [31.

Степень этого занижения зависит от

определяемые из получен- 
давлений найденных в

v а Еч 
отношении —у— и "т- ; при

Ю 60, что характерно для стеклопластиков с ориентированной 

иамоткЬй, отличие величины 7 (г) по (2.6) от с/*՝ (г) [3] может достичь 
40 -50у/о.

§ 6. В заключение отметим, что полученные формулы решают так­
же задачу о вдавливании силой Р осесимметричного жесткого штампа
В выпуклую поверхность пологой сферической 
(в силу совпадения по виду соответствующих 
условий).

Львовский политехнический институт
■; Иапио-Фряпховсхий институт нефти и газа

оболочки радиуса А’ о 
уравнений и граничных
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ON PRESSURE OF A SOLID BODY ON A TRANSVERSALLY- 
-ISOTROPIC PLATE MOUNTED ON AN ELASTIC BASE

B. L PELEKH. R. D. SYSAK

S u in in a r y

On th- basis of the generalized theory of S. A. Ambartsumian, 
taking account of the influence of tangent cutting tensions, a concrete 
problem of pressing a solid body into a circular transversally-isotropic 
Winkler’s plate mounted on an elastic base has been solved.

A similar problem for an isotropic plate was solved earlier by 
V. M. Alexandrov on the basis of Kirchgof’s theory.
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