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УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИЙ ЧИСТЫЙ ИЗГИБ 
ВРАЩАЮЩЕГОСЯ КРУГЛОГО ВАЛА

Рассматривается квазистатическая задача об упруго-пластичес
ком изгибе круглого вращающегося вала, несущего в торцевых сече
ниях постоянную изгибающую пару сил. Исследования проводятся в 
рамках теории малых упруго-пластических деформаций линейно упроч
няющегося материала [1|, при этом вращение вала предполагается на
столько медленным, чтобы возможно было пренебрежение влиянием 
инерционных сил Анализируется поведение деформаций отдельных ха
рактерных частей поперечного сечения вала, обусловленное вращени
ем последнего, и с помощью гипотезы плоских сечений выводится 
разрешающая система задачи в виде двух нелинейных интегро-диффе
ренциальных уравнений. Путем элементарных видоизменений разреша
ющая система сводится к виду, удобному для проведения .метода уп
ругих решений Ильюшина. Приводится пример вычисления значений 
искомых функций при первом приближении, когда за нулевое приближе
ние принимается решение классической упруго-пластической задачи.

1. Рассмотрим вал круглого поперечного сечения радиуса К и 
длины /, находящийся в естественном состоянии. Будем считать, что 
вал изготовлен из такого материала, для которого справедливы соот
ношения теории малых упруго-пластических деформаций при линейном 
упрочнении 11 ].

о — Es 0 •

— А ~ В'=. а > г» (при нагружении) (1.1)

ds = Ed՝- </:<0 (при разгрузке)

Здесь : напряжение, «— деформация, Е модуль Юнга, - пре
дел упругих деформаций, 5<£и А ֊ (Е B)s, характеристики 
материала за пределом упругости.

Поместив начало прямоугольных декартовых координат в центре 
одного из торцевых сечений вала, направим ось оу вертикально вверх, 
а оси. ох и oz так, чтобы координатная система была правой (фиг. 1а).

Пусть в торцевых сечениях вала z — 0 и z — I в плоскости yoz 
приложена постоянная изгибающая пара сил М. Как нетрудно убе
диться, при

F". /?'
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появляются области пластического деформирования Гп.> (фиг. 16), и 
изгиб вала в общем будет упруго-пластическим. В этом случае связь 
между значениями изгибающего момента '/и кривизной 'я актинид 
деформированного нала в предположении гипотезы плоских сечений 
имеет вид

А R* Дык”
---- -|32</,со8>С>. ЗЯ(4&. з1п45.)| *- ---- - (1.2>2‘\у. 4

где 0. = arc sin у,//?, у. i,расстояние границы пластической 
зоны от нейтральной оси ох.

Рассмотрим специальный случай изгиба вала. Пусть деформиро
ванный таким образом вал начинает медленно вращаться ио некоторо
му направлению, скажем, по обратному направлению вращения часо
вой стрелки, продолжая при этом все время находиться под действием 
постоянного момента Л/, приложенного в неподвижной плоскости уог. 
Для удобства, в дальнейшем условно будем считать, что вал неподви
жен, а вращается плоскость действия изгибающего момента, но уже 
по направлению вращения часовой стрелки. Положение плоскости 
действ։։я изгибающего момента будем определять углом >, отсчитыва
емым от первоначальной плоскости его действия г/о_. Вращение изгиба
ющего момента будем считать однонаправленным и настолько медлен
ным , чтобы возможно было влиянием инерционных сил пренебречь.

Гипотезу плоских сечений представим в виде

5 (х. У- т) = Я (?) X ь (?)у (1.3>

где и (г) и Ь (■. - ֊ искомые функции только угла • . При атом изогну
тая ось вала будет находиться в плоскости

_ Мг)

А, 
(плоскость изгиба) и иметь кривизну

(1.4)

«(г) = I (?) 63(?) (1.5)

Ясно, что нахождением рункцин «(-• и Ь\.) фактически завершается' 
решение задачи.
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Заметим, что при обычном упруго-пластическом изгибе вала 

а о (г) = *<■ sin?, 6л (?) = xpcoso (!•€>)
фигурирующая здесь постоянная v.Q является кривизной изогнутной оси 
вала и удовлетворяет уравнению (1.2). Причем ось деформированного 
вала в этом случае находится в плоскости действия изгибающего момента 

z/ = xctg? (1.7)

Пусть изгибающий момент М вращением отклонился от первоначаль
ного положения ? = 0 на некоторый угол ? > 0 н действует в плос
кости 11.7). Если при ?=0 областями пластических деформаций явля
лись сегменты АВС А (фиг. 2), то при »>>0 такими областями будут 
части поперечного сечения вала ABCELDD.,Л. Для простоты в 
дальнейшем области AEJKA, D,.,E ..EDI),S DELD и AD>DLAD^DLA 
будем обозначать, соответственно, номерами 1, 2, 3, и 4. Величины 
же, относящиеся к этим областям, в случае необходимости, будем 
снабжать соответствующими индексами (например, з։ напряжение точек 
области 1, т. е. области АЕ, D^A).

Фиг. 2.

Плоскость раздела областей разгрузки и нагружения при данном 
текущем положении изгибающего момента (точнее, при дальнейшем его 
вращении на бесконечно малый угол <7?) удовлетворяет условию

(П_ 
(f'?

— 0 (1.8)

Из этого условия, с учетом (1.3), для плоскости раздела областей 
разгрузки и нагружения получаем
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*=-Шх
(штрихом будем обозначать дифференцирование по о).

Уравнение этой плоскости в самом начале вращения плоскости 
действия изгибающего момента (т. е. при ? = 0) имеет вид

4 " 6' (0>х - хс‘^ (։‘*,։ = “ Нб!) (1Л0(

Здесь о угол, образуемый между вертикальной плоскостью <>R я 
плоскостью раздела областей разгрузки и нагружения оЕо при ? О*.

Это означает, что н самом начале, когда изгибающий момент от 
вертикального положения г 0 отклоняется на бесконечно малый 
угол </?, среди пластически деформированных частей поперечного 
сечения вала разгрузку испытывают только области 1.

11ри дальнейшем вращении изгибающего момента плоскость раз
дела областей разгрузки и нагружения (1.9) непрерывно вращается 
в ту же сторону. В силу этого область разгрузки, распространяясь, 
включает в себя все новые и новые пластически деформированные 
части поперечного сечения вала 2. Следовательно, при произвольном 
угле ?>0 разгрузкой охватываются пластически деформированные 
области 1 -I- 2.

Заметим, что границами областей 2, нарастающих с вращением 
изгибающего момента, являются отрезки в первоначальной плоскости 
раздела областей разгрузки и нагружения D Е, отрезки в текущей 
плоскости раздела областей разгрузки и нагружения DE. дуги Е«Е и 
линии DaD. Причем линии D D являются геометрическими местами то
чек пересечения текущей плоскости раздела областей разгрузки и на
гружения (1.9) с границами соответствующих областей пластического 
деформирования LG, на которых

о(?)х 6(-)у = з, (1.11)

Пользуясь уравнениями (1.9) и (1.11), для линии D{ D получим 
следующие параметрические уравнения:

Ь (?)։. а'(г)£. И 19М
о’(?)4(?) ’ V а'(?)4(г) ՝ '

Естественно ожидать, что плоскость раздела областей разгруз
ки и нагружения (1.9) отстает от плоскости изгиба (1.4). В этом не
трудно убедиться, если иметь в виду, что значение наибольшей дефор
мации, которое получается в точках пересечения плоскости изгиба 
(1.4) с боковой поверхностью вала (и точках т), из-за усиления влия
ния остаточных деформаций с течением времени должно возрастать.

Что касается областей пластического деформирования 3, то они, 
находясь в области нагружения, при данном -^>0 испытывают толь
ко нагрузку.

* В дальнейшем дояалипаетея, что ъ 0.
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Остальная же част» поперечное« сечения нала 4 деформируется 
только упруго, в силу чего смысла нет ее разбивать на разгружаемые 
и нагружаемые части.

При обычном упруго-пластическом изгибе плоскость действия из
гибающего момента является плоскостью симметрии деформирования, 
т. €. плоскостью изгиба.

Покажем, что плоскость изгиба (1.41 в случае вращающегося мо
мента не совпадает с плоскостью действия изгибающего момента (1.7), 
•1 -.-менно: отстает от нее. С этой целью заметим, что напряжения то
чек разгружаемых пластических областей 1 ~2 меньше, чем напряжения 
точек, соответственно симметричных им относительно плоскости из
гиба (1.4). Напряжения же остальных точек, кзаимнесимметричных 
относительно плоскости (1.4), одинаковы.

Условие равновесия, записанное относительно плоскости действия 
изгибающего момента (1.71, имеет вид

-М; ~ О (1.13)

(Л/:; момент напряжений относительно плоскости действия изгибаю
щего момента

Имея я виду вышесказанное замечание относительно напряжений, 
легко убедиться, что для соблюдения условия (1.13) необходимо, что
бы пюскость деформирования (1.41 не совпадала с плоскостью дей
ствия изгибающего момента (1.7), а именно: отставала от нее.

Рассмотрим напряженные состояния вышеотмеченпых характерных 
частей поперечного сечения вала при произвольном положении изгиба
ющего момента в отдельности. Для удобства будем пользоваться 
системой полярных координат

г — Г х- г у- , С‘ агс1$ — (1.14)
№

Области 1 Эти области разгружаются, начиная с самого на
чала вращения изгибающего момента. Причем они разгружаются от 
значений первоначальных напряжений -0 и деформаций 5°, имеющих 
место при - - 0, до тех значений - и которые соответствуют дан
ному положению изгибающего момента. Имея в виду, что разгрузка 
является упругим процессом, для напряжений точек областей 1 с уче
том (1.1) и (1.14) получим (I]

где

г», = i/i/cos 0, -у- -г 6, О о, гД1 <՜ г < R (1-16)

Области 2. В одной из областей 2 рассмотрим произвольный 
радиальный отрезок D' составляющий с вертикалью угол &^>о. Так 
как в начале вращения изгибающего момента (у֊ 0) плоскость раздела 
областей разгрузки и нагружения составляет с вертикальной плос
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костью угол 5, то радиальный отрезок D' Е' вначале будет нагружаться,, 
причем нагружаться до тех пор, пока плоскость раздела областей 
разгрузки и нагружения не дойдет до него, после чего, схватываясь 
областью разгрузки, он будет разгружаться. Пусть плоскость раз
дела областей разгрузки и нагружения доходит до рассмотренного 
отрезка тогда, когда изгибающий момент отклоняется от вертикальной 
плоскости на угол >,՛('■> = •<•). С учетом (1.9) между углами б и т, на
ходим зависимость

° = я?) ц
Таким образом, данный радиальный отрезок, определяемый углом 
б > о, перестанет нагружаться и приступит к разгрузке тогда, когда 
изгибающий момент отклонится па угол •</, удовлетворяющий условию 
(1.17). Причем разгрузка радиального отрезка ГУ Е՛ будет происхо
дить от уровня деформирования

а0 — г [о (т/) sin 0 4- Ь (■<) cos б] (1-18)

достигаемого в момент удовлетворения условия (1.17), до того уров
ня £, который отвечает окончательному положению изгибающего мо
мента ?. Имея н виду упругий характер процесса разгрузки, для на
пряжений точек отрезка 1У Е‘ получим

б, <?) ֊ А 0֊

й<0« &։, (1.19}

где r5, (7i) — расстояние точки D от центра поперечного сечения 
вала о, 0t - полярный угол плоскости раздела областей разгрузки и 
нагружения при окончательном положении изгибающего момента ?. С 
учетом (1.12), (1.14) и (1.17) для гх. и находим

V a’ (?,)+*'’ (/,)
r,t ~ I« (',) 6' W а՛ (/,) Ь (/,) | (° < ’l < ?)

— arctg -"г-* (линия DE) (1-21}
о 19)

Еще раз отметим, что углы б и связаны между собой уравнением 
(1-17).

Области 3. Эти области испытывают только нагружение, в си
лу чего напряжения точек этих областей выражаются формулой актив
ного пластического деформирования (1.1)

«а(Г. °.?) = А 4- Bz
г,:4гУ.Е б։<б<08 (1.22)

где

Г5 ֊-  . .—г֊՜ ,-------г- (ЛИНИЯ DL)а (с) Sin б -г I) (?) COS б
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В 03 = агс«х -1- агс1?~ 1' /?Ч«2(?) т^(?)] ֊г;

(полярный угол точки Д). (1.23)

Для простоты (избегая учета эффекта Баушингера) будем огра
ничиваться случаем

^-֊0.<6.(т)< " 4-6, (1.24)

т. е. случаем, когда изгибающий момент вращается настолько, что пу
тем обратного нагружения предел упругости нигде не превосходится- 

Область 4. Это есть область упругого деформирования. По
этому

т4=Ез (1.25)

Границы области 4 не подчеркиваем, так как ее будем рассматривать 
как остальную часть поперечного сечения вала.

Уравнения равновесия вала представим в виде

(<У։ = г cos (0 —?))

(1.26)

У j — 0. (г/, = г sin (? — б) )

Первое из этих уравнений выражает условие уравновешенности при
ложенного изгибающего момента М с суммой моментов напряжений по
перечного сечения вала относительно плоскости гг, перпендикулярной 
плоскости действия изгибающего момента Второе же уравнение 
выражает тот факт, что при равновесии сумма моментов напряжен
ней относительно плоскости действия изгибающего момента равня
ется нулю.

Произведя необходимое интегрирование в соответствующих пре
делах , при этом имея в виду (1.15) (1-25), для разрешающей сис
темы задачи из (1.26) получим

а (о) sin?֊ 6 (?) cos ? /'j (?)
(127) 

а (?) cos ? — b (?) sin ? = L2 (?)

где приняты обозначения

£։№ = ~У-/4лТ՜ 11 3/?<arccos J?՜ ) +2-7« □ у я | I у Z д\ /

-й,(5/?-2^) )
/ . !/'« 

cos с I 6R2y* ЗЕ4 cos2 с ■\ ‘ cos՝ б
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I 2Л ?
x sin ? i յ7£/\~ 1 ։n ( '։) cos ? ՜ b sîn Փ (Հ)f,r> + 

b

Ле’

Լր [ (2а b — ab') cos ? --

I 8Л / , Л i
- 66'sin?]’ — •A'cos?—Fsin?) | -|(6cos?4-asin?)^ -

(acos? : Asin?) X
R*C*

Լշ (?) ՜ 3z£/?’yJ

4Л/_
r,ER՝

(1.28)

3/?’/՜Հ ; —у- [ arccos ՜հՀ ) 2.v’։g?*— 
\ z к /

y.^R- ՝2։յՀ) I R’֊ y\ sin փ 4- ( 6R՝ y֊ 4- ЗЯ4 cos-Հ ֊X>,

2Л 
3r£Æ‘՜ խ' (Հ) sîn ? |- b' {'<i)cos®] Փ - 

ч

A հ i X ե՛
3-ER1 b- i £֊ e՛ ^wsin? ~ /,cos'i-) 26/sin?! 4- l(2a'6—ab') X

X sin ? 4՜ bb' cos?] 4՜
8 Л

Յհ££Դ՜ ^sin? + ^cos^ ՜
Л 

ка։

X (6sin? ֊ սշօտ?) ժ (asin? 6 cos?
№ր

XY . a'b'\
w ’ —)

с = о2 T 6“, e — ab'— ab, f =*- a~ lô'՜, g = a" b' ab"

Х=ае.4-бИ£2с-в; , Y=bzt a^R-c - e? (1.29)

; a t R V^c-հ՜
CJ, d - arc tg у arctg֊o,- փ arctg

g(f S։ 3/?’e<) 
л Ի I֊՛ ՜
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Имея в виду, что решения обычной упруго-пластической задачи 
и задачи с вращающим изгибающим моментом при ? О должны совпа
дать. из (1.6) получим

о(0)=0, 6(0) = х(, (1.30)

Таким образом, решение задачи упруго-пластического чистого 
изгиба вращающегося круглого вала сводится к решению системы 
двух нелинейных интегро-дифференциальных уравнений (1.27) с на
чальными условиями (1.30).

Подставляя в систему уравнений (1.27) ~ = 0 и имея в виду 
(1.28) — (1.30), находим

(1.31) 
/6'2(0) \ V 7 &-(0) . „

3 (а'։(0) к ' ) ՛ Ц. \а/2(0) : 6'5(0) ')

С помощью (1.10) легко заметить, что второе из уравнений (1.31) удов
летворяется тождественно, а первое сводится к виду

22 4-51« 25= 0 (1.32)
откуда следует

5 = 0 (1.33)

Это означает, что в самом начале вращения плоскости действия 
изгибающего момента от вертикального положения ? 0 на бесконечно 
малый угол (1? плоскость раздела областей разгрузки и нагружения 
оЕ, совпадает с вертикальной плоскостью оВ.

Систему (1.27) удобно решать методом последовательных при
ближений (метод упругих решений Ильюшина). Рассматривая (1.27) 
как систему двух линейных алгебраических уравнений с известными 
правыми частями и имея в виду (1.33), для решений п-ого приближе
ния, выраженных через п — 1-ое приближение, находим

и
“М(т։; - (ЗЛ?‘+

V
ОД 7‘ 

^)ф(-^֊1

М _ Аг „ 
3~ЕЕ2с 1 Зт.ЕЯЧс2

Аг3, Ь'* А
Зг.ЕЕ'Ь е~ ’ и</-Ь

Ь'2 \ / ХУ а' Ь՛ \
/ ) а \. R2 с ՝ )

А 
Зг.ЕЕ'у,

ЗЯ’агссоз-^- .7,(5/?֊ ЭД \У R2 - у\

(1.34)

4М .
№ ”п ?

:¥">(?) -
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2А 
з-л՜^

SA v Аг. X(aX~֊2b\)
3-ER-c 3֊ERlb-c-

Аг}Ь' (2a' b — ab'} A
S-ER'b^V՜ ГЁГУ

( XY
\Е"֊с֊ ' / )

. 4M
V ^cos*

(Для простоты верхний индекс la—1) над функциями, стоящими н 
правых частях итерационных формул, будем опускать).

В качестве нулевого приближения удобно принимать известные 
решения обычной упруго-пластической задачи (1.6). Вычисления следует 
продолжать до тех пор, пока два последующих приближения не сбли
зятся в требуемой степени.

Естественно ожидать, что сходимость процесса будет настолько 
сильной, насколько мало будет влияние разгрузки пластически дефор
мируемых областей 1 4՜ 2, т. е. насколько малы будут угол вращения 
'i и разница модулей Е— В.

2. Рассмотрим следующий числовой пример:

Е 2• 10е кг/слг, В - 2-10« кг’см-. г, = 125• 10 -5,
(2.1)

(А 2475 лч/слг), '3, 2500 Ki/с'лг, R = 4с.и

Задачу обычного упруго-пластического изгиба вала при ® = 0 
удобно решать обратным путем, т. е. задаваясь деформированным сос
тоянием (например, расстоянием границы пластической зоны от ней
тральной оси у А, по формуле (1.3) вычислить значение соответствую
щего изгибающего момента М. Этим путем находим, что при

у. = 3см (б, =0.8481, /,= 41.67-10՜51/с.и) (2.2)

изгибающий момент имеет значение

М = 159 000 кг см (2.3)

Для решений при произвольном угле с^>0 с учетом (1.6) и 
(2.2) находим

и. (с) ֊ 41.67-10՜5 sino 1/с.и
(2.4)

6<i (о) = 41.67 • 10՜r’ cos? 1/см

Займемся теперь решением задачи вращающегося вала. С учетом 
данных (2.1)—(2.3) из (1.34) для значений искомых функций при п- ом 
приближении-,-, выраженных через п 1 -ое приближение, находим

a(,n,(o) = 26.52 —0.0008206 ( 6Д^)Ф(>?) -г 6.565- ֊4-

II
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֊6.411-3—..- 100200 -.-Лг
6։ с" 6j е՜

0.3151 / X' 
a'd'b'\^-

/ XY a. b. \ I“Q’(f67r + | + 39-53sin?

(2.5)

61"' (c) = 1.076 -u 0.0008206 ( a, (г) Ф U) dv. -6.565 ֊

X(a1X^2blY) 6. (2 a. 6, -a։ 6.)• 6.411 --------— ! 100200 ——1 L а
61 c=

֊ 0.3151 | btd + □, ) 4, (֊ -2±-) | + 39.53cos<p

Обозначения (1.29) остаются в силе, только вместо а. Ь и £։ на
до понимать, соответственно

а, = 10֊-о. 6։-1О56, е., = 10*е. (2.6)

Внеся решения классической задачи упруго-пластического изгиба 
{2.4) в правые части (2.5), как нулевое приближение, и имея в виду 
(1.29), (2.6), для первого приближения искомых функций получим фор
мулы. не содержащие интегральных членов

-26.52 -i- 29.03(1 cos?) 1-0.1576 Y -+֊ 6.411 •/.J cos?

֊ 1.385 —; 1- 13.13(0.7227sin?4-6cos? f2sin?) 39.53 sin?

b ՝• 1 -) = 1.0764-29.03 sin ֊. 0.1576 X 4- 6.411 ? : 2^ cos?)
X՛ cos2 ?

1.385(2 • tg®?)sin?- 13.13 (0.7227cos?-}-/։ sin ? •

-1 t,. cos ?) 1-39.53 cos ? 

где
X= 125 sin? 110.2 cos?, Y = 125 cos? — 110.2 sin ?

4 . XY Sjn2? . _ НГ7
27780 sin r> 2 27780 2 ’ z‘ 41,67

В нижеприведенной таблице представлены значения некоторых ве- 
сзчин, подсчитанные по этим формулам.

Из таблицы видно, что с вращением плоскости действия изги
бающего момента (с возрастанием угла ?) кривизна изогнутой оси вала

3 Илиестня АН .Армянской ССР. Механика. № 3
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Таблица 1

V! Օ-10' 1 «М 6-10’ 1 СМ х 10* Լ см агс1н <ւ/ծ

0 0 41.667 41.667 0
0.1 4.066 41.660 41.926 0.097
0.2 8.117 41.371 42.159 0.194
0.3 12.112 40.610 42.378 0.290
0.4 16.011 39.454 42.579 0.385
0.5 19.775 37.915 42.762 0.481
0.6 23.366 36.008 42.925 0.576
0.7 26.749 33.751 43.066 0.670
0.8 29.891 31.168 43.185 0.764
0.9 32.758 28.285 43.280 0.859
1.0 35.323 25.129 43.350 0.952
1.1 37.561 21.734 43.396 1.046
1.2 39.448 18.132 43.416 1.140

х, как и следовало ожидать, возрастает. Это означает, что плоскость 
изгиба находится в области нагружения, т. е. плоскость раздела об* 
ластой разгрузки и нагружения отстает от плоскости изгиба нала. Из 
таблицы видно также, что

т. е., как и было доказано в пункте 1, плоскость изгиба пала в свою 
очередь отстает от плоскости действия изгибающего момента.

Институт математики к механики 
АН Армянской ССР Поступил» 3(1 IV 1969

О. Մ. ԿԻՐԱԿՈ03ԱՆ

ՊՏՏՎՈՂ ԿԼՈՐ ԼԻՍԵՌԻ ԱՌԱԱԳԱ-ՊԼԱՕՏԻԿԱԿԱՆ ՄԱՔՈԻՐ ԾՌՈՒՄԸ

Ամփոփում

Դիտարկվում է կքոր կտրվածքով պտտվող լիոեոի աոտձդա֊ պլաստի
կական մաքուր ծոմ ան քվտդիս տատիկ խնդիրը լիոեոի երկու ճակատներում 
հաստատուն ծոոզ մոմենտների ազդման դեպքում է Պարզության համար 
Ոէսամնասիրոէ թ յոէնները տարվում են զծայնորեն ած րսրդվոդ նյութի աոաձդտ- 
պլաստիկական փոքր դեֆորմացիաների տեսության [/] չրր ան ակն երում լ 
Լիսեոի պ պույտը ենթադրվում Լ այնքան դանդաղ, որպեսզի իներցիոն ումերր 
ադդեցաթ լՈլնր հնարավոր քինի արհամարհեր

'Լերլուծե/ով լալն ակտն կտրված րի րնորոր տիրույթներում յիոեոի 
դեֆորմարիաների վարքը, որը պայմանավորված I, նրա պտույտով, ւարր 
կտրվածքների հիպոթեզի հիման վրա արտածվում է խնդրի լուծող ոովտ- 
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viuyint ւէնե յվւ ււիսահմ ր и չ՝ էր} ш լին ին տե էյ րրէ~ րլ ի ֆե բեն ‘)իա [ երկու հավա и tn- 
բավների տեսքով։ Պարէյ ձե ափսխամների միջոցով ստացված սիստեմը 
բերվում Լ աոաձցական լուծումների երլանտկի կիրառման համար հարմար 
տեռքիւ Բերված Լ անհայտ ֆանկցիաների' աոաջին մոտավոր։։։ թ լան հա չվարի
մ՛ ան թվային օրինակ, որտեղ որսյես ։յրոլական մ ոտավո բա թ լան րնդանվամ 
է ստաձոա-ս/լաստիկական կյաււիկ իծսլրի հայտնի լւււծամը։

ON ELASTIC-PLASTIC CLEAN BEND OF 
A ROTATING ROUND SHAFT

R M. K1RAKOS1AN

S u m m a г у

The quasi-statical problem of elastic-plastic bend of a rotating ro
und shaft with butt-end constantly bending moments is considered.

For simplicity, the investigation is conducted on the basis of the 
theory of few clastic-plastic deformations [1| for a linearly consolidating 
material with rotation of the shaft supposed to be so slow that the in
fluence of inertia forces may be neglected.

The behaviour of deformations of individual typical parts of the 
cross section of the shaft due to rotation of the latter is analyzed and 
on the basis of the hypothesis of plane sections the solving system of 
the problem in the form of two nonlinear integro-differential equations 
is derived. By elementary modifications the solving system is reduced 
to the form suitable for the method of elastic solutions.

A numerical example for determination of unknown functions in 
first approximation is given, when the solution of the classical elastic- 
plastic problem is taken as zero approximation.
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