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А. С. ХАЧИКЯН

РАВНОВЕСИЕ ПЛОСКОСТИ С ТОНКОСТЕННЫМ УПРУГИМ 
ВКЛЮЧЕНИЕМ КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

В настоящей работе рассматривается равновесие упругой плоскос
ти с гибким прямолинейным включением конечной длины под действи
ем сосредоточенных сил. приложенных симметрично относительно вклю
чения.

I1лоская задача об усиленной ребром упругой полуплоскости 
изучалась в работах [1 2|. Различные задачи для упругой плоскости с 
тонкостенным включением исследовались в [3 6]. В |7| решена зада
ча для неоднородной плоскости с тонким прямолинейным включением.

1. Рассмотрим равновесие плоскости с тонкостенным упругим 
включением длиной 2а, расположенным на действительной оси симме
трично относительно начала координат, под действием сосредоточенных 
сил (0, —Р) и (0, Р). приложенных в точках ?о(Р> и -о^՛ ~ *4) 
соответственно.

Напряжения и перемещения через две функции комплексного 
переменного выражаются формулами [8]

(֊) -*-?<(?) - У (?)
____  _____ (Ы)

2р(итЬ) хс(г)—?У(*) ? (?) 
где

? (?) — с 1п —-----у -о (?)
? *0

. / . . ? 76 ։Ьс М>с . . ։ п.__________ (1.2>

7Р о ,
с = ~ 2=(1+,.) ■ ’ 3 4’

'Л -модуль < дкига, * — коьффициенг Пуассона материала плоскости.
Здесь ^ (?) и ^о(х) голоморфные пне отрезка ( а, о » действи

тельной оси и имеющие порядок 0 (-у | на бесконечности функции.

Главный вектор усилий (Д’, К), действующих на дугу ( . ?)
справа, равен

} ~7Л’ = (?) ? 7^) Р (1.3)
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Согласно |б] и вследствие симметрии на действительной оси имеем

V = 0 при — < I ос

—— кХ при |/|<£а (1.4)

•л 9- 0 при |/ ^>а

> (И-■*)(! — •'их) Г/
где к ֊ --------------,7----------- , Н — толщина включения.

•Лю, /7
Последнее условие с учетом требования на бесконечности можно 

переписать в виде
X = 0 при 4 | 7> о (1-5)

В силу симметрии можно рассматривать только нижнюю полуплос
кость (5՜).

Определим ?о(г) в верхней полуплоскости (5 ) следующей фор
мулой:

?«(*)= '■ ?о (г) — 2?|։ (г) ?о<2) ПРИ г в 5

НН =Отсюда имеем

%(г) = — ?0(г) — * то и) “ 2 % (г) при г в 5՜ (1.6)

Подставляя (1.6) и (1.2) в (1.1) и (1.3), получим

2?(и -г 7«) 2. н- 1Ь г — 1Ъ 2 76с (г Ч г) 
г—76 2 ֊1 76 (г֊(֊7б)(г 76)

т •/■го(2> ?о(2) ֊ (2 ֊г')г<։(2)

У - ։Х = с 1п ——— /с 1п
г - 76

г — 76 276 с (г Ч г)

г -г- 76 ( г ;■ 76) (г- 76)

(1.7)

+ ?о (2) —

— / ?«(г) ֊ ?0(г)-)■ (2 ֊ г) (г) Р

При условии ри։ — г)^'(г) = 0 на действительной оси получим 

п / . х 476с/
2п(и -Г IV) = -----р- г у- ®0 -Г ^,7 ֊

(1.8)
V -у /1 \ 1 7 -Ь 76 476с/ — „У /Л-сП-х)^-^—у6֊ ֊ -р--р--Г ?п -7.?- -?0 Р

Учитывая (1.8), первое из условий (1.4) перепишем в виде

К - ?0 =0 при | /1 < ■*>
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что вместе с условиями на бесконечности дает

ф+ = 0 или о0 (г)55 0 при г в (1.9)

Удонлетпоряя второму из условии (1.4) и условию (1.5), получим 
соответственно

?о՜ — 0 ПРИ ՛ И >«

. 4/Ас Ь՜ 11-
~ п։^<> ~^ = —Г՜ (/«’4- &)* "ри 

или
7=0 при 1(1 > а

(1.Ю)
р' + пц = м при | / ' < а 

где

= -< = Ри) + --Ч(0 0.1!)

2. Введем в рассмотрение функции

?.ю = ֊Йг

(2-1)

с?(2)= „22 ,(0=

Гак как (р -г iq ’) g представляет собой граничное значение ана
литической в нижней полуплоскости функции, то

ее-

0= 'Р t ''V 11 dt при z в $- 

-• •

Перейдем здесь к сопряженным величинам и сложим со вторым ра
венством из (2.1). Получим

«։(г)= * ('у-' iOtJei - dt 
£••1 ’ Г 4.

Учитывая, что g{() принимает чисто мнимые значения при 
[/ а и действительные значения при будем иметь

t(z)-֊ = <lt
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1
2г./ / — г

что имеете с условиями (1.10) дает

(22)

Приравнивая действительные части граничных значений на дей
ствительной оси функции Г1 (2) “Ь (2). вычисленные по формулам 
Сохоцкого-Племеля из (2.1) и из (2.2), получим

1
Я Со)

(2-4)

2 Нанесгин АН -Чрммт-к.и՛; С Р, Механик։։. № 3

1
1 *0-

- а

Преобразуем это уравнение к виду

п
Ч ~

9'(^Л=֊‘ [Д'"

Перемена порядка интегрирования приводит к уравнению Фредгольма 
второго рода

а

1)^1 /»</<,)

— п

(2-3)

• <7 С И

Выполняя 
(2.3) получим

интегрирование, для ядра и правой части уравнения

Ао |/0, /1 »£((<») I <։ ՝
I аге 51 п-----
а

•-՛п

а։ + I О
о /0

/и
2/6с 'о

г. | а-* % /1 -г ?

(2.5).

Г/ ) (1 2> ֊2?-֊ 2?)-4^֊(1-‘ За)

й о где |^ —
в
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Введем обозначения

/0=а., 1^их. 4 (У^-1 Л՜՞ = /,(*) (2.6)

-- 1 А (х)-----=- <!х = сх (2.7)
' .) К1 - х* 

֊։

х 1 М՜--2. 7ч 1 Р
х) 1 --------- ; 1п------------- гт—и---------------

1 1-? Iх •>

(2.8)
, . ~ (1 .-2р ;-2^ 2р’)(т* -И 4^(1 + ^)

Уравнение (2.3) примет вид

1 

ло (2.9)

-I
Если

I
Л.(-) “֊֊ \1Ч(х)К(-.. х)<1х /(с)

(2-Ю)
1

Л... (т) ~ Л2(х) х) (1х = ~

-I
то

Л(т) - М^ + схЛз^) (2.Н)

Решив уравнения (2.10), из (2.11) и (2-7) для определения посто
янной с։ получим формулу

' аге 81п х — 2՜
1 (х) ------=------ ------ <1х
I Г 1-х2

аге 5'ш х— ту
с1х

| 1 х2

Используя известные соотношения

=. ; 4/ге[?'(*)1. р'^> ֊
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к формулы (2.11), (2.7), (1.10-1.11), (1.1), (1.2), (1.6), (1.9), для зна
чений неизвестных напряжений на действительной оси получим

□, = (3 (0+ — 8/63с

/1 \ 2/6с(1 •/.)= (!֊«)/> (0 1-------- ,Р-77— 8й3с 
(Л’-гб'Т

Исследование ядра уравнения (2.9) показывает, что метод после
довательных приближений для этого уравнения сходится при ап 1.25.

3. Численное решение уравнений (2.10) получим представлением 
интеграла в виде конечной суммы и решением полученной системы 
алгебраических уравнений.

Преобразуем первое из уравнений (2.10) к виду
I

Е* ^0^1 ( [/»(*) — Л (х) К(’. *) <1* = /(■)

—։
где 

։

/1(1 = I — К (-, х) с/х

-I

Заменяя интеграл конечной суммой по формуле трапеций, полу
чим систему уравнений

VI
«- = 0, 1,---.,7п) (3.1)

/—и

А* = —- (&=/=0), /4 О; аН Ктк (&=£=т)
••т ~т

л,= -^-Ки, а -о, т>
Т.П!

(3.2)՛

Ло, =5.,+ —(2т-1), А,пт = 13т-т -֊ (2т 1)
~гп ~/п

!3. ',п К„ + — V — Км к^О.т)
~т ~т — ~тг—1

к 1 1 1 ^—՝:х А'! ՜1 11 ч- 1 Х1 <ч 3),
А/;- = 1---- ---------------  1п----------------------------------------------------

I 1 — X} I х( - ХА|

(/ I, /с=/-0, /и)



A
д

un *\
0.1 0.2

0.1 0.410 0.467•
0.25 0.2 0.457 0.507

0.4 0.601 0.611

0.1 0.156 0.246
0.50 0.2 0.172 0.265

0-4 0.222 0.320

0.1 0.043 0.077
1.0 0.2 0.047 о.оаз

0.4 0.061 0.100

0.1 -0.006 -0.013
2.0 0.2 -0.005 -0.012

0.4 -0.005 -0.010



Таблица I
и , 
р '*9Значения нсличииы

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.384 0.314 0.246 0.211 0.193 0.194 0.232 -г<»
0.401 0.315 о.2:18 0.197 0.175 0.171 0.203 + ОО
0.443 0.318 0.221 0.170 0.143 0.135 0.157 -рос

0.262 0 243 0.193 0.153 0.122 0.101 0.095 4- оо
0.274 0.247 0.188 0.144 0.111 0.088 0.080 — ОО
0.306 0.254 0.179 0.128 0.091 0.067 0.056 4֊оэ

0.09$ 0.103 0.087 0.064 0.031 -0.013 -0.085 — со
0.101 0.105 0,087 0.062 0.029 -0.014 -0.082 -'СО
0.114 0.111 0-087 0.058 0,025 -0.014 -0.076 — ОО

0.023 -0.038 -0.056 -0.081 -0.124 ֊0.188 0.323 — со
-0.021 0.036 0,052 -0.077 0.11 1 -0.172 -0.297 — со

0.019 -0.031 -0.045 0.066 -0.096 -0.146 -0.255 — ОО

Таблица 2

п '''х
0.25 0.5 1.0 2.0

0.1 0.067 0.021 0.048 0.128
0.2 0.062 0.017 0.048 -0,125
0.4 0.052 0.012 0.048 -0.119
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А/о — 1, А։',п — 1

К = ”4 (к т), Ктк —Ч (/с 0)

1~ 2ап 4ап1 1 ( 1)/ (3*3)
(2у-1у-со։-‘(2> 1}

‘,'Л =агс в։п “4, '4 ~ 1 0.1 Аг, х,^-14-0.1/. Л = /(֊4)

Из второго уравнения (2.10) подучим систему

У А?/ А,к ~ "л (к — 0, 1, • • •. гп) 
։—։

(3.4)

где Ац- и -4 определены в 
Системы (3.1) и (3.4)

(3.2) (3.3).
были решены на ЭВМ „Наири՛ при т~ 20,

/ = для некоторых значений параметров ап и /.

Вычисленные значения касательных напряжений вдоль включения 
и коэффициента особенности напряжений на концах включения приве
дены в табл. 1 и 2 соответственно.

Результаты вычислений показывают, что при некоторых значени
ях параметров ап и 3 коэффициент при особенности напряжений об
ращается в нуль.

Автор выражает признательность К. С. Чобаняну за ценные 
советы в ходе решения задачи.
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ON EQUILIBRIUM OF A PLANE WITH AN ELASTIC 
THIN-WALLED INCLUSION OF FINITE LENGTH

A. S KHA CH I Kt AN

Summary

A problem on equilibrium of ։ plane with an elastic thin-wallcd 
inclusion of finite length under the a<tion of concentrated forces applied 
symmetrically to the inclusion is considered.

The problem is reduced to th- solution of Fredholm’s integral 
equation of the second kind.

The values of the tangent stresses along the contact line arc cal
culated.
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