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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ КОАКСИАЛЬНЫХ ТОКОНЕСУЩИХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Одним из интересных аспектов к развитии новой техники с ис­
пользованием сильных магнитных полей и сверхпроводимости является 
осуществление безконтактных опор или подвесов типа „магнитный под­
шипник“ [1]. В этих устройствах устраняется непосредственный кон­
такт между элементами конструкция, и передача механической энер­
гии осуществляется через объем, заполненный магнитным полем. Сило­
вые линии магнитного поля выполняют здесь роль „подушки“, если 
элементы покоятся, или, дополнительно и роль „смазки“, если осуще­
ствляется взаимное перемещение элементов конструкции.

В этой связи представляет интерес рассмотрение задач по устой­
чивости системы упругих токонесущих поверхностей, разделенных маг­
нитным полем, при их взаимном перемещении и. в частности, вращении.

В данной работе исследуется устойчивость двух коаксиальных 
цилиндрических токонесущих оболочек бесконечной длины к малым 
радиальным возмущениям, причем одна из оболочек вращается отно­
сительно другой с постоянной угловой скоростью ’2<։. Оболочки изго­
товлены из сверхпроводящего материала.

Выберем цилиндрическую систему координат х, г (е..

ег - единичные орты-векторы), совместил полярную ось х с коаксиаль­
ной осью оболочек ((риг. 1). Обозначим срединный радиус внутренней 
оболочки через /\'։, наружной оболочки—через /ч’.ъ толщины оболочек
принимаем одинаковыми и равными Л. 
Устойчивость системы рассматривается 
для двух случаев направления постоян­
ного тока силы /, текущего по поверх­
ности:

1. вдоль образующей оболочки;
'2. по винтовой линии (типа ци­

линдрического соленоида).
В обоих случаях величина силы 

тока / одинакова как для внутренней, так и наружной оболочек, и от­
личается взаимно противоположным направлением. Учитывая послед­
нее обстоятельство, магнитное поле будет отличным от нуля лишь в 
коаксиальном зазоре.
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В стационарном состоянии напряженность магнитного поля /70 
определяется уравнениями Максвелла

rot/70 = 0 (1)

div Д = О (2)

В общем случае в системе единиц СИ вектор магнитной индук- 
—> —»

ции Ь’ = PHo /7, где относительная магнитная проницаемость, - 
— cons/ — магнитная проницаемость вакуума. Для обычных метал­
лических проводников <1 = 1 и поэтому

в* = (3)

Индексом 1 обозначим все величины, относящиеся к внутренней обо­
лочке, а индексом 2 — к наружной оболочке. 

—♦
Случаи 1. Пусть ток / течет по оболочке 1 вдоль оси х, а по 

оболочке 2 в противоположном направлении. В этом случае на ос­
новании уравнений (1)—(3)

«. = ֊-^7* (4)

при /С-—2֊ -> г -> 4—В дальнейшем величиной по срав-

нению с единицей на основании технической теории оболочек будем 
пренебрегать.

В общем случае на сверхпроводящую поверхность действует 
„магнитное давление“ [2], равное для оболочки 1

Р\ -=
(/7-В) - 
֊Г՜ (5)

(магнитное поле расположено вне оболочки 1), а для оболочки 2 

> (//•£) -
Рг 9 >1г (о)

(магнитное поле расположено внутри оболочки 2).

В этих выражениях п вектор нормали к поверхности оболочки, 

равный в невозмущенном состоянии для двух оболочек: п։1-е,. Следо­
вательно, „давление" на основании уравнений (4) (6) будет радиальным
и рапным:
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для оболочки 1

для оболочки 2
Ря = Ь^8^Ге'

(7)

(8)

Пусть теперь поверхности оболочек получают радиальные осе­
симметричные возмущения малой величины, которые ищем в виде 
бегущих волн вдоль оси х: 
для оболочки 1

Г _ Г /т— ■’01е ( '“
для оболочки 2

:2 = Сив?*'—'1 (Ю)
где :01, "да амплитуды колебаний, «> — круговая частота, к -волно­
вое число.

Уравнение возмущенной поверхности оболочек задается в явной 
форме

Г/1 = ^,4-:я (11)

где г„ текущий радиус оболочки (п = 1, 2).
Как известно, в случае задания поверхности уравнением вида 

(11), нормаль к поверхности равна

где дГл 
р" - дх '

Пренебрегая по малости членами второго порядка к'-„ по сравнению с 
единицей, что дает /У„^1, получим для нормали следующее выраже­
ние:

пп = 7кхея^ег О 2)

Напряженность магнитного поля в возмущенном состоянии ищем 
в виде

н ~ н0 к Л (13)

где /? — возмущение напряженности магнитного поля, которое пред- 
«•

полагается малым по сравнению с /70. Составляющие Л также пред­
ставляются соответственно - в виде

Л, ... Ь; =Л(г)/{“՜“"’; Л, =А(г)е'’“’-“') (14)
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Уравнения Максвелла в возмущенном состоянии с учетом выра­
жения (13) и уравнений Максвелла в стационарном состоянии (1), (2) 
будут следующими:

rot А = S° at

.г dhrotA- (15)

div Л = О

где Е напряженность индуцированного электрического поля (в ста­
ционарном состоянии электрическое поле в коаксиальном зазоре равно 
нулю), :0 const электрическая проницаемость вакуума, а относитель­
ная электрическая проницаемость, как и магнитная, принимается рав­
ной единице (е =-- 1).

В случае квазистационарности электромагнитного поля вне сверх­
проводящих оболочек с учетом малой величины скорости распростра-

19
нения возмущений по сравнению со скоростью света, ранной в

1
вакууме с ----- —=■•. так что

I Vo
(О2

(16)

распределением возмущений магнитного поля в каждый момент вре­
мени можно описывать уравнениями статического поля '2]

rot А = 0, divA = 0 (17)

Действительно, рассматривая систему уравнений (15), получим,

-что левая и правая части уравнения rote — — пропорциональны

- 
между собой: к Е'■՝՝■ А, а в уравнении rotA левая часть ~АА

на основании соотношения (16.) велика по сравнению с правой частью 
-.‘--А: АА»-.Т.,-АА.

кс~ к՝с՜

Так как возмущения А (14) от координаты о нс зависят, то из 
уравнений (17) следует

_1^(гЛу) = 0> ^=0 (18)
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= ц_±А(г/1г)=го (19)
дг дх ’ дх г дг ' ՝ '

->
После подстановки соответствующих выражений составляющих /? 

(14) в уравнения (18) и (19) и совместного решения получаем

А= = 0 (20)

и
- 7՜ -^Г՜ — к'!г И = 0 (21)

причем

/,« -4-4;— (22)

Из равенства (20) можно заключить, что при осесимметричных 
радиальных колебаниях оболочек возмущения напряженности в окруж­
ном направлении всегда равны нулю.

Решение уравнения (21) выражается посредством функций Бесселя 
чисто мнимого аргумента нулевого порядка

/1(г) = С1/0(4т)4-СиА;(Ь) (23)

где С\ и Со неизвестные постоянные, определяемые из граничных 
условий, составляемых из требования касательности магнитных силовых 
линий к сверхпроводящей поверхности оболочек [2|

. -
п/У-0 (24)

Подставляя в условие (24) выражения нормали (12), магнитного 
поля на поверхности возмущенной оболочки (стационарное магнитное 
иоле при гп — R,, -|- Сп (11) и магнитное поле возмущения (14)) с уче­
том выражений (23) и (24) и пренебрегая по малости величиной к՜.. по 
сравнению с единицей, получим следующую систему линейных одно­
родных уравнений:

с1Д(^)֊с.Л(^1) = о
СЛ (АА<.) ֊ С,КХ (Щ) О

где /։ ( ), А\ ( ) функции Бесселя чисто мнимого аргумента первого 
порядка. В данном случае следует принять = С2 = 0. Тогда

Л,=ЛГ=О (25)

Таким образом, на основании (20), (25) магнитное поле в возму­
щенном состоянии определяется по формуле стационарного состояния 
(4) :։ коаксиальном зазоре при А\ 4֊ С. г <• А”, — и.

„Магнитное давление“, действующее на возмущенную оболочку 1, 
определяется по формуле (5) и равно
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Р\ Ио

Учитывая выражение (7) и пренебрегая по малости членами вто­
рого порядка последнему соотношению придадим вид

Р1 = Рп^'х е* ~ ( 1 - ^)^е' <26)

„Магнитное давление", действующее на оболочку 2, с учетом вы­
ражения (8) соответственно равно

Из выражений (26), (27) следует, что в отличие от давления в 
стационарном состоянии (7), (8) на поверхности оболочек действует 
дополнительное „давление" в осевом направлении.

Величина возмущения „магнитного давления" А/?„ на поверхности 
оболочек является разностью давлений в возмущенном и невозмущен­
ном состояниях, равной:

для оболочки I
ДР = Р>о^ ^7 е.» 4֊ е, ) (28)

для оболочки 2

АРг ’ — Рю + дг՜) <29>

Из вида выражений (28), (29) можно заключить, что „магнитные 
давления", действующие на оболочку, не зависят при малых возмуще­
ниях друг от друга, т. е. действуют как бы независимо при осевом 
направлении токов.

Отметим, что при вращении оболочки появляется составляющая 
тока в радиальном направлении, величиной которой вполне можно 
пренебречь вследствие малой толщины оболочки, тем более изготов- 
ленной из сверхпроводящего материала.

Если считать неподвижной внутреннюю оболочку 1, то уравнения 
устойчивости движения оболочки бесконечной длины без учета сил 
тяжести будут иметь следующий вид (3]:

с/х֊ 1 R, дх ~ £Л Рхх (30)

V ди, R֊ 1-Г / \
77 12 лг & - -£7Г (Др1г г'л 77)

где ип (х, /) тангенциальное продольное перемещение, причем ип

так что инерционный член ■> 0, Е модуль упругости, V — коэф­

фициент Пуассона, р — плотность материала.
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После подстановки составляющих (28) и возмущения 1։ (9) в 
уравнения (30) и решения этой системы, получим следующее харак­
теристическое уравнение, совпадающее с результатом [5]:

и։՜
24֊> (31)

где

- ± 
— ук

ЕЛ 
/?;

квадрат частоты собственных осесимметричных колебаний оболочки, 
ЕЛ3 

12(1—0* - цилиндрическая жесткость.

Условием устойчивости первоначальной формы поверхности обо­
лочки является выполнение неравенства

2֊Н
укЕг Ри> (32)

что является условием отсутствия мнимой части в выражении частоты 
колебаний <•> (31). ’^нак равенства соответствует критическому „дав­
лению" магнитного поля.

Для вращающейся с постоянной угловой скоростью &0 оболочки
2 система уравнений устойчивости будет следующей:

д-ц. * _ 1— V
дх* 4 Е, дх ~ ЕЬ Р2'

V ди. /։• а1:, , 1» _ 1— V- /л ,о2г ! о֊ч2\ /ооч/?։ дх ' 12 дх* Л? “ £Л ( Р2' !'Л2° ՝г 'Л Я*) 33

После подстановки в систему (33) выражений составляющих Д/>. 
(29) и возмущения 4. (10), получим характеристическое уравнение

4 ч (34)

В неподвижном состоянии (Ц> = 0) оболочка 2, как следует из 
выражения (34), будет абсолютно устойчивой.

Выпишем условие сохранения устойчивости вращающейся обо­
лочки 2

- 9 4- у ,
25 Ж՜ № <35)

„Магнитное давление" на оболочку 1 оказывает дестабилизирующее 
действие (32), а на оболочку 2 стабилизирующее (35).

В случае вращения внутренней оболочки (при абсолютной устой­
чивости наружной оболочки) условием устойчивости будет

2 -г о2
рлл, /'10 + 2°
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С л у ч а й 2. Постоянный ток силы У циркулирует по винтовой 
линии — по поверхности внутренней оболочки в положительном направ­
лении ф, а по поверхности наружной оболочки в противоположном 
направлении (фиг. 2.)

Фиг. 2.

На единицу длины каждой из оболочек пусть приходится п0 вит­
ков проводника, намотанных так плотно, что каждый виток можно за­
менить кольцеобразным током той же силы. Тогда |4] на поверхности 
оболочек циркулирует равномерно распределенный поверхностный ток 
плотности

1'о~ по] е- Для оболочки 1 

и

ет ЛАЯ оболочки 2

Магнитное поле коаксиального соленоида отлично от нуля лишь 

в коаксиальном зазоре -֊ г , однородно и равно в

стационарном состоянии

- да (36)

„Магнитное давление“ определяется по формулам (5), (6): 
для оболочки 1

Рю= - Р<,ег (37)
для оболочки 2

Рм = Ро «г (38)

где ^=р0^_. 

—♦
Возмущения магнитного поля Л (14) также описываются уравне­

ниями статического поля (17), при совместном решении которых ранее 
было получено Л, 0 (20), а для составляющих Лл и Лг — выражения 
(23), (22). Неизвестные постоянные и С2 определяются из гранич­
ного условия (24), которое в данном случае с учетом выражения (36) 
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и пренебрежением квадратом величины возмущения запишется в 
следующем виде:
для оболочки 1

(*/?,) ֊ С2К> (к/Ц = - ^01Н0 (39)
для оболочки 2

С։А (/;/?,) - ак. (А/<) = -ЗД (40)

Решая систему линейных неоднородных уравнений (39), (40) относи­
тельно С\ и Со, получим

£ — ч01М (ХА2) ~ ЧТ£^1 (А՞ Ад)

■чп zi V а Ам >-4)2'1 * А ։ ) J i l

где Л - A (kRJ Х\ (4А։) - А (W А, ( АА2).
Подставляя значения С։ и С„ в выражение (23), с учетом (14) 

получим

Â. I (ç,a; (wy - -Хх (щ>) /,(kr) (ад (i/?2) 

КДкг) 1-Ц^7, (41)

а по соотношению (22)

■ -1 [ ( х։А-, (И?,) - :х, ( к R, ) ) 4 [кг) (ад (kR։) -

(42)

Составляющие напряженности магнитного поля возмущения на 
поверхности оболочек будут: 
для оболочки 1

(43)

где \ = A, (A-AA) К) (kR,) А 

hr -•= ikH^t er (44)

для оболочки 2

(45)

где X = 4 (kR..) К, (kR.) /, (kR.) А'о (<•/?«)

h, = ikH^, l (46)
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В выражениях (43), (45) использовано соотношение

/р (х) (х) 4- Ко (х) Ц (х) -֊

Величина возмущения “магнитного давления“ Д/л> на поверхности 
оболочек при пренебрежении по малости членами второго порядка Кя' 
и с учетом выражений (37), (38) равна: 
на оболочке 1

Л(^«. - е, (47)

на оболочке 2

Ьр,= ֊ Мч)ё, (4»)

Для внутренней неподвижной оболочки и наружной, вращающейся 
с угловой скоростью 20, уравнения устойчивости подобны системам 
(30) и (33) и различаются значениями давлений Д/л и Д/л. Сведем 
системы (30), (33) с учетом выражений (47), (48) к одной системе урав­
нений относительно возмущений С, и

<2?-
у/։ Д R.,

2крс
(49)

:, = о

Приравнивая определитель системы (49) пулю, получим биква՝ 
дратное уравнение относительно круговой частоты и>:

□;4-В- '2֊— д 4- 
рлд \

______ ,/А \_ 
2*/?, /

֊

Данная система оболочек будет устойчивой к малым возмуще­
ниям :'.ч при условии отсутствия мнимой части в выражении всех че­
тырех корней ։•• дисперсионного уравнения (50).

Условием отсутствия мнимой части в выражении любого из че­
тырех корней «> в данном случае является выполнение следующих 
трех неравенств:
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1)

2)

Д, + Д2 +
уД ՝?Д V 
5^՜

<>з—<1

2՛; 24—2^ /д.~д. -ь— — 
?ЛД \. ■ ‘

о2 .! 2֊ 1_

(51)
\рлд/ "

Как видно, второе неравенство, полученное после некоторых 
преобразований, всегда выполняется. Заметим, что в неравенствах (51) 
выражения Д, Дь Д. всегда положительны и, кроме того, принимая 
ч^О.З, ^1-^2՜^՜' Так как пеРвое неравенство сильнее третьего, то 

при выполнении третьего неравенства первое всегда , будет выпол­
няться. Итак, система коаксиальных оболочек будет устойчива при 
положительности свободного члена уравнения (50), т. е. при выпол­
нении третьего неравенства

з , -2^0
■ рлд

тД
2.2 А -1/ЛД о? Н։ -

2АРо 2^

(52)

причем знак равенства соответствует критической угловой скорости 
вращения оболочки Из неравенства (52) следует, что при положи­
тельном значении выражения, заключенного в квадратные скобки, т. е. 
при выполнении соотношения

2*Ро / д _ 1 1
рЛД I 1 2Й?Х Д . Д: 1

4 2 2Л/?/

„давление" магнитного поля будет оказывать стабилизирующее действие 
на устойчивость системы оболочек.

В случае вращения внутренней оболочки и неподвижности наруж­
ной условием устойчивости системы будет выполнение неравенства

о:‘ *
' ?ЛД 4.֊ —1 2А/?։



62 P. H. Овакимян

В заключение выражаю глубокую благодарность Киселеву М. И. 
за постановку задачи и обсуждения.
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II-. Ն. Հ11'1,1ՍւԻ1րտԱՆ

շԱԱԱՈԱՆՅՔ ՀՈււԱՆՔԱԿԻՐ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ 
ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո I մ
Դիտված է համառանցք հո սան քակիր թաղանթների սիստեմի կալունս։.֊ 

թլւսնր վաղ էէդ "'//'./»/' տիպի փոքր շաո աւիրսլին տատանումների նկատմամր:
-.ե տաղուոո։ թլանր կատարված Լ թ ւոդանթների դե րհւսղո րդի չ մակերես֊ 

'նևրով հաստատուն հոսանքի փոիէադարծ հտկաոակ տ դդութ քոմր հոսելու 
երկու դեպքի հա է) ար.

/. թաղանթի ծնի»ով,

2. սրոա աակալին շարժու մ Լղլանաձև ոոլենոիդ );
Երկէս դեպքե րի համար ստացվել են թ ա դ ան թն ե ր ի մ ակե րե ուլթնե ր ի 

■ ձևի կարս.նա թլան պահպանէ! անէ պայմանները:

ON THE STABILITY OF COAXIAL CURRENT-CONDUCTING 
CYLINDRICAL SHELLS

R. N, OVAKJMIAN

S u ni m a г у

1 he stability of coaxial current-conducting cylindrical shells to 
small radial oscillations of a running-wave type for two directions of 
direct current is considered.

Vhe directions are:
1. Along the generating line of the shell;
2. Along the spiral line of ths shell (a cylindrical solenoid type).
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