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А. М. МКРТЧЯН

КРУЧЕНИЕ КРУГЛЫХ СТЕРЖНЕЙ С РАДИАЛЬНЫМИ 
РАЗРЕЗАМИ

Решения задач круглых призматических стержней с произволь
ными разрезами приводятся, вообще говоря, к бесконечным системам 
линейных уравнений или же к интегральным уравнениям Фредголь
ма [1].

В данной статье на основе решения парных интегральных урав
нений, связанных с функциями Лежандра Р_։+/. (сЬ х), приведенных 

н работе |2;, даются замкнутые решения для некоторых задач о кру
чении круговых и секториальных призматических стержней с попереч
ными сечениями, имеющими разрезы. Известно, что решение данной 
задачи сводится к определению функции напряжений при кручении с’, . 
которая в полярной системе (г, э) удовлетворяет уравнению

дг г дг 1 г оу 

и граничному условию
йг = о

где Г — контур сечения.
Следуя [1] и пользуясь преобразованием

г = 6е~<, £/(/, гД Ф(/, <?) Д-е՜2'
Л

решение задачи приводится к определению функции Ф(/, ®), удовлет
воряющей уравнению

<?*Ф д:ф .. 
’Э^֊ = о

и граничному условию
<1’0, »)֊ у е՜2'' =0 (0.2

1. Рассмотрим кручение стержня с поперечным сечением в виде 
кругового сектора с размером (фиг. 1).

В силу симметрии области сечения ищем решение уравнения (0.1 
только в верхней половине области сечения (0 < а) (0 оо I. 
Граничные условия для функции Ф (/, <р) принимают вид
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(1.1)

(1.2)

(1.3)

Функцию Ф (/, <р) ищем в виде суммы интеграла и ряда Фурье

Ф (/, •=) = j [C(-z)shz<P />(z) chzf| sinztdz 
0

00
4- У sin a*?

k— ։
Jb где n = —•

Удовлетворив условиям (1.1) и (1.2), получим 

(1.4)

С (z) shz* 4֊ D(z) chza
b-z

-(4M

A^-^-u + t 1)1,11 
a a/.

(1.5)
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и функция напряжений Ь’(1, ~) примет вид

ио. ?)- ֊ ֊ ] (Г^Ь՜։1п^ -

1
51" — \ »
-----— I 4֊ ( £>(г) " 5|п‘^

$Ь Т / °
(1.6)

Удовлетворение условий (1.3) с учетом (1.5) приводит к парным ин
тегральным уравнениям для определения /)(г)

/2(х) $1ги/</; = у е (0</</։)

(1.7)

г/?(х) с1Ьде 51п гГс/г = £ (О

где

«(О
Ь' Г С51П2/ 6՜
Т] (4-^)5Ьдт ’ Г/ 

о ,
(1.8)

Продифференцировав первое уравнение из (1.7) и введя обозначения

гз
У = ~ » (1.9)

„парные“ уравнения (1.7) приводим к виду

6՞ е (О < : < ч)

(1.10)
1“

^пугИу = Л (:,<;< О )

и

Пользуясь теперь известным результатом |2|, решение уравнений
(1.10) получим в виде

ь( «^) = “ “Цг՜ (т) ,ьУ"

։М
( , /р(сЬл)$Ьх</х X

о
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В частном случае, положив а =-у, из (1.11) и из (1.6) получим 

решение для задачи о кручении призматического стержня с сечением 
в виде полукруга с разрезом (фиг. 2). Когда а = п, получим решение 
задачи о кручении призматического стержня с круглым поперечным 
сечением с двумя продольными разрезами разных глубин (фиг. 3).

2. Рассмотрим теперь кручение круглого стержня с внутрен
ними „п“ симметричными одинаковыми разрезами, идущими от центра. 

В силу симметрии профиля функцию Ф (/, о) ищем только п ой 

части сечения (фиг. 4). В этом случае граничные условия будут иметь 
вид

<?Ф 
д<?

Ф(/, ф)
1=0

с>Ф
Оо (0<?<?х)

Ф(С г)|т.о ^е՜21

(2.1)

(2.2)

(2.3)

где 1,\ — значение функции напряжения на внешнем контуре.
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Решение уравнения (Г) для этого случая ищем в виде 
••

Ф (С ?) — [С ().) -г- В(' ) сЬ ’>•?] з1п14^ 4-
о

о:
Н- у Ла- е՜®** СО5Я*¥+ А (2*4)

А-= 1

Удовлетворив условиям (2.1) и (2.2), получим

£)(>.) =-С(Х)сШд
(2.5)

л=о, л„=^+г/<,

и функция напряженния для этой задачи принимает вид
ос՜

1/(1. ?) =^(1-е-=') -Ь и„֊ уС(Х)СА^^։>пл(Л (2.6) 

п

Фиг. 1.

Удовлетворение условиям (2.3) с учетом (2.5) приводит к пар
ным интегральным уравнениям для определения С (X)

'/■С (/■) fdl. О (0*0*01)

(2.7)
Д2 

СО) з\п/((Ь — Ло —-уе“2/ (/1<\/<ос)

Интегрируя первое из уравнений (2.7) по / в пределах от нуля до Л 
получим
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С ('/■) сое t tf.li■ = Со (0 < / <3^ 
о

(2.8)
I *

I СО) с1к>-а 51П/7</л = А • - лу е-։< (^<С^<Сос)

где обозначено

^В: С„ = | С(>></>

п

Произведя замену переменных — с", г/ ту и пользуясь реше
нием |2] уравнений (2.8), получим

= —11։ г~ тг
СДР (сЬх) зЬхс/х | - ֊

6! м - 3 ГсЬ - сь.

где

(2.П)

Постоянные Со и 6/0 определяются из (2.9) и теоремы Бредта.

В частном случае, когда п 1, т. е. а=п (фиг. 5), из (2.10) 
получим
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С (г) = 3՜ ■ z Ф2Т: Со ( ^-՛ . ./.- (chx)shx</x 1 —- ------
J ' J ’/chx-cht/

f P ,.4._ (chx)shxrfx C —
J J l chj/—chx)

(2.12)

Теорема Бредта в этом случае выражается уравнением

о
(2.13)

которое после использования выражения Ф (I, ?) принимает вид

J С(Х)<Л = 0 (2.14)

о

Отсюда очевидно, что Со = 0.
Разрешая уравнение (2.14) относительно £/0, получим

С'° = 2՜ MÏJ (2Лэ)

где

'Л(М = | ' th/.-jA I Р_, u (chx)shx^x l l)jft-
J J |/ ch? — chх

еж *

?î(^։) ~ i ÂthWA l P t/ (chx) shx</x i ——--------
v' • )'chf — chx" »1 л

Из найденного решения, положив /, — 0 (фиг. 6), для функции 
ф (/, у) получим выражение
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փ(/>?)=£ sin ztdz

которое приводится в работе [1] для задачи о кручении призматичес 
кого стержня с сечением в виде круга, разрезанного по радиусу до 
центра.

Аналогичным образом, положив п — ‘2, получим решение задачи о 
кручении стержня с центральным внутренним разрезом по диаметру 
(фиг. 7).

Автор выражает признательность Б. Л. Абрамяну за постановку 
задачи и ценные советы в ходе ее решения.
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ՇԱՈ-ԱՎՂՍՅհՆ ‘ւՏ(։Վ1ա₽Ն|յՐ 111՚ՆհՑՈՈ. ԿԼՈՐ ձՈՂԵՐԻ Ո1.11ՐՈ1’11'Ը

Ա մ փ II էի ո I մ

Հ՝ երկայնական ճեղքեր ունեցող, կլո ր պրիզմատիկ ձո
ղերի ոլորման իէնդիրր; Նաոտվղալին սիմետրիկ ճաք ունեցող սեկտորի և 
կենտրոնից սէլսվող հավասար ե րկա րու թ քամ բ սիմետրիկ ղասավորվտծ ճեղ
քերով շրջանի տեսքեր ււլնեցող լաթէական կտրվածքներով պրիզմատիկ ձո
ղերի ոլորման խնդիրնե րի համար, եոանկրոնաշ աւիական </< ունկցիս>ներ պա֊ 
րոճաէլցղ մ՛ զոլլղ X֊ ինւոեէլրուլ հավասարումների լուծ ,ււ։>նհրի ալն։։։ իէ լո։ մ ր 
արվում են էիակ լուծումներ;

TORSION OF CIRCULAR RODS WITH RADIAL SLITS

A M. MKRTCH1AN

S u in in ary

The problem of torsion of circular prismatic rods with longitudinal 
slits is considered.

Closed solutions for the torsion problem of prismatic rods with a 
transverse section as a sector with a symmetrical slit and as a circle 
with slits having equal lengths and beginning from the centre with the 
aid of the solutions of dual integral equations, involving trigonometric 
functions, are given.
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