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КОНЦЕНТРАЦИЯ НАПРЯЖЕНИЙ ОКОЛО ОТВЕРСТИЯ 
ОБШЕГО ВИДА В ИЗОТРОПНОЙ ФИЗИЧЕСКИ

НЕЛИНЕЙНОЙ ПЛАСТИНКЕ ПРИ ЧИСТОМ СДВИГЕ

Рассматривается неограниченная изотропная физически нелинейная 
пластинка с отверстием общего вида, которая подвергается на бес
конечности чистому сдвигу, а контур отверстия свободен от внешних 
нагрузок.

Отображающая функция имеет вид

z = R ' е<1; п 0, 1, 2-- - (О

Решение поставленной задачи для упрочняющихся физически не
линейных материалов при незначительном отклонении от закона Гука 
в пределах геометрической линейности деформаций сводится к инте
грированию дифференциального уравнения четвертого порядка такого 
вида

А А/7 Ц- (Г(0'0), • • •, Г*'՜՜1,1 - ։) ) == 0 (2)

В случае отверстия обшего вида (I) решение нелинейного урав
нения (2) представим в виде

/•’(г, г, X, ։)•- շշ >'։7лп(г, ®) (3)
*=Հ> j--0

где параметры > и ; характеризуют соответственно физическую нели
нейность материала и криволинейность контура.

Нахождение функции Г"' 11 любого приближения в этом случае 
сводится к интегрированию последовательной системы неоднородных 
бигармоническпх уравнений

ДД^-« + 4,.։ (Г) = о (4)

где Д<_) - оператор, всегда известный из решения предыдущего урав 
нения.

Функции напряжений нулевого Г*0, 1 и первого Г 1 ' приближе
ний физически нелинейной пластинки с круговым отверстием при чистом 
сдвиге известны [5]
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но.|>) _ ' / о _ ֊2___ 1Д . а
1 - 2Z/0 ( л г Г-) sin 2?

I /333 2 121nr _ J7 _ 61 1 21 1
I Ц40 Г- г 2И ' 20 ? 20 г’ '

■<։.о) _ “Л 

Hi

sin 2? + £ _ 61 2 23 1 _ 412 
4 40 г2՜" 10 А 40 г" sin 6®

Функцию напряжений /՛ " 1 будем искать в следующем виде:

(0,0 у ДкЗ £х..1

(5)

(6)

где коэффициенты /lx-з и Дя определяются из граничных условий 

/՛> 7 1 fJ । 1 \ /6)7а о с>2\

I «

(/' 1, 2, 3) — дифференциальные операторы, вид которых за
висит от отображающей функции (1). Для нашей задачи они имеют 
следующий вид:

ин ?, cos 1)0 о sin (л -h 1)0 д 1I Л'=2л —у—*——

... ГП Л sin (п + 1)0
Й'1 - 0; = 2 3 «. (п + 1) ------- „ч., (8)

»_1

Подставляя (6) в граничные условия (7) и используя (8), найдем

- jV । г 1 111 = н —^+-3^- sin ("֊!)? +
«о", II г г |

sin (п |- 3) р (9)

и F', получим следующее дифференциальЗная функции Г{"‘}
ное уравнение для определения Л ՜ ’ :

-3 -V ■ k<'\
r«+3 1 ^и+5 < r«+7 r«+9 1
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ՀրՅ ’ ր»'7

- 21Ճ .i _èiL . ՃՀ k® ՜*՜ ^н+9 ՚ ^n-tii i ^лц-ja • -п.+и

(10)

Г 1-(п>sin (л 4 3) ? -i I -Д- -f-

+ sin (л-|֊7)yj.

где
kin} = - 576 (л3 - 6ո֊ 4֊ И ո - 6)

Йп) 48л4 336л3 4 2160л’ ֊ 4848л 4 2976

ЙЛ> -- - 192л14 848л3 - 2656л- 4 2000л

Æ.to) = 252л4 — 360л3 - 252л2 4 360л

№ = — Ю8л4 - 216л3 4 108л2 4 216л

4П> = - 48л» 4 192л3 - 240л2 4 96л

к\п} 120л1 — 176л3 г 40л2 - 336л 4 480

№ = - 72л4 48л3 - 2280л2 4 4224л - 5568

№ 48л1 4 336л3 4 8184л2 2184л 4 18288

М? _ - 300л1 - 2440л3 I- 11964л- - 25320л - 29376

k\x = 252л4 4 36720л3 4 19620л2 4 45376л 4 38880 (11)

к$ = ֊ W8 л։ ֊ 1944 л3 - 12852 л5 36936 л - 38880

ÄjS' = — 4л (л 1) (— Зл2 4 9л 6)

*Й‘ = 12 л4+ 24 л3 36 л2 4 120 л-96

к\? = 48 л4 576 л ’ - 2544 л2 — 4896 л — 3456

120 л1 4 1744 л3 4 9448 л2 4 22256 л 4 19232

k\i} ֊ — 72 л * 1200 л3 - 9528 ո֊ - 31536 л 36000

к$. = - 96 Л1 4416 Л- 4 28704 л 4 44928

М"? = 4320 (л2 47 л 412); Й'? = 12 л’4168 л3 4852 л2 4 1848л 41440

= ֊ 12 л4 232 л3 — 1732 л'-1 - 5416л -5856
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Частное решение этого уравнения берем в следующем виде:

•» части. । . й” .
ууЗ _ 11 ' гп— 1 ^.л + 1 гптЗ 1 Г'1 : 5 1 ^.л+7

61П (п 5) ? 4՜

+ № + + А + I ։>П (л - 1) 9 +гл+1 • -л 13 ' гл+5 1 гл|֊-^гл+9^ Гл+П ՝ ,Т

I № 6и’1пг . 615՛ Мб* . М"» . 6н.'' 6'19* I , ,,
+ [ рттз+ гл֊1 +;-л<. I ;г."74-ргт.» + 7?М1 ] аш (л 4-3) у 4-

Постоянные интегрирования однородного уравнения

, Г< , _Й’ 
| г'՛֊1 ' г”+3 

где
• (»)

—«1 .. ;

51п (л 4՜ 7) <? (

£.1л> ~к2

(12)

1 96 (л 2) (л 3)'

I (л)/ 1л) _ ֊• КЗ

192 (л -1) (л 2)

Ил1 
к*__

480 (л 4֊1) п
г (л), (л) _ к>у

320 л (л 1)'

, 1 — М”>д<л) Ко
672 (л 4-1) (л + 2) ’ ъ 8л (л -1)

Т.(") / (л),(л) _ — ку ,(л> — кц
32п\п-^ХУ

/Лп} - ~

96 (л 4֊1) (л 4 2)
1 (л) д(л) — К1|(

192 (л 4-2) (л 4֊3) ’
1 (л)

320 (л 4- 3)(л4֊4)

/(») _ ________ ____________
12 672 (л 4֊ 5) (л 4֊ 6)

д(л) ---Ан*

(13)
480(«4-4)(п + 5) '

/,(”1
А(՞)֊ _

9бл (л 4֊ 1)

1(") _ ______Мз*______
8 (л 4֊ 3) (л 4՜ 4)' 

г (п) _ — к\У

32 (л 4-1) (л+ 2)

^(л) _ — Мб
32 (л-1-4) (л 1 5)

1 <»)
А;:’ “"А’я

9б(п : 5) (л 4* 6) ’ 
г//1>Г (Л) _ “֊ К19

192 (л 4֊ 6) (п 4-7)

/,<л)
А.’л’ к-(‘

320 (л 7) (л 4-«) ' 96 (л 4-4) (л-5)

- АЙ1
՝ 32 (л 4֊ 5) (л 4֊ 6)
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М>- » олнар «’-2
С/э Са

(14).<։ п /?

определяются из граничных условии

(* - ж)1-.+1 «Ч* - *') ♦й" (♦ - •) -I

(15)
ЬФ1֊2^’ -755-7+ Мл- ■

-МН Ь-° I

Найдем

С(.-։(» = - V а. 1241” + 36?' - 44)” + 561” + 661” + ^ ]

V - , 04
С<П-5Н = 2 «. 36?’ 4֊ 46."’ 4- 4- 667° 4֊ 76? 4֊ ~

я—1
л՛ 1 л<"> ։м

С[п-))з = — 5] а՞ т,—- 6-п — 26? 36? 4- 46՛՛” 4՞ 56п’ 4- бб{$’ 
я-։ ։ ■«։«■

лг I А{л) 1 ДС(г|-1)< = 5] а« | ~—г 26т — ЗЬ-У - 56101 — 661?° - 76|” | (16) 

лг 
С(я^з)з = — У 

л—1

.V
С(П+3)< ~ У, Зл

»1-1

-ЗЙ'-24Я։ —- 241?’ + 34й’ + 44Й’

2МУ֊6Й>֊^֊1-2М:'֊г34'1?՛ Ь4бй'4-56<,5) + ~ 

-36Й’ -26Й’ 3!
20

-26՛;/-6^4- —

Воспользовавшись (1] «{юрмулами перехода от полярных координат 
(г, <р) к криволинейной ортогональной системе координат (р, 0), найдем 
компоненты напряжения с,, з», » соответствующих функций (I).

Представляя з{., зе. в виде (3) двойных рядов по > и с
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ьо
’. ■= 3 2 (17)

/-о 5—о

и принимая во внимание вид отображающей функции (1), получим

=“• » //7Л ֊ ֊ ) /•■<'■■ ՛> 0) + Н, 2 

'• * ' *=0

Г“’ (о, 6)+а1՜*’ * 1
0{-дЬ р

Д(1)_ /7 (г ՝ ։, Г։\ и \’ I //()-*•) 9/(1 1 I* (Ь У)-^о2иД(^ “2/* ^7 +

Здесь/-? *■', 15> “՝ и /? 41—дифференциальные операторы [1, 4), вид 
которых зависит от функции (1). Функции №‘՜ " (у, 0), входящие в (18), 
представляют решение уравнения (4) в виде ряда Фурье

Г{,‘ П (г. <?) = У [/#* (г) 4֊ (г) СО8

А--С
(19)

где переменные г и <? заменены соответственно на р и
Постоянные интегрирования уравнения (19) определяются из гранич

ных условий для (?, $) на контуре отверстия и в „бесконечно
сти“.

Приведем коэффициент концентрации напряжений по контуру от
верстий

— 4з1п 20 >՜՝ (17.385։п20 - - 6.2з1п 6С-)

~ 5 У {(4п—8) 51П (п 1 ) Ь — 4п51П (п -г 3) (<] -г елт-' [[ (и — 6) (п— 7) X
я**1

X С(П֊5р (п 4)(л 5) С|„.5)4 ] ь1п (л — 5)0 4֊ |(л — 3)(л 2)С(„_1;з4-

֊1֊ (л 1) лС(,|-։)4 | 5»п (л 1)^4՜ [(л 1) (л 4-2) С{л+з)з 4-(л 4՜ 3)х

(л 4- 4) С(Я ■.;)! 1 »։н (л -}- 3) [(л 4՜ 5) (л |- 8) С <„ ;>з 4՜ (л 7)(п 4-8) X
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.V
X С(„ -н ] sin (л 4- 7) 9} + 2 >. >[л (л-1) 6Г’ 4֊ (/>4-1) (п4֊2) № 4-

п - ։
4֊ (п 4֊ 3) (л 4- 4) 6?’ 4- (л 4-5) (л 4- 6) 6?'4- (п + 7) (« 4- 8) 4” -

- 16.95]sin(л-5)94-[л (л -1)6,?' (л 4-1) («4 2) 6;՞’4֊(л т 3) X

X (« 4֊ 4) 6?’ (л4-5)(л+6) Ь!Г՝ ■ (л + 7) (« 4- 8) 6Й' («4֊ 9) (л 10)Х

X 6Й'4֊(л 4֊ И) (л 4-12) бп1 ֊ 2966.12]sin (л — 1) 9 4-[(л 3) (л 2) X

X Й’ + п(п -1) 6Й> 4- (« ! 3) (л 4֊ 4) 6Й’4- (« + 5) (л 4֊6) +

4- (л 4- 7)(л 4- 8) *[?’ 4- (л 4֊ 9) (л 4-10) Й!՛4֊ (л 4֊ И) (л 4- 12) б(5’+

4- 2207.11 sin (л 4-3)9 |- |(л 4-1) (л 2) 6Й։ - (л '3)(л4-4)6Й’ +

4- 35.5] sin (л 4- 7)9] (20)

Удерживая в отображающей функции (1) определенное количество 
членов, которые входят в выражение (20), получим значение коэф
фициентов концентрации для любых отверстий. Кроме рассмотренных 
ранее [1, 3, 4, 5} отверстий, получим отверстие в виде свода, полу
круга, трапеции и т. д.

В качестве примера рассмотрим частный случай: эллиптическое 

отверстие при 7V = 1; s — —y.t = 2.

Приведем значение коэффициента напряжений по контуру эллиптичес
кого отверстия

А՜ = 4sin 2G-| лт (17.38 sin 2fJ — 6.2 sin 60) 4s*j sin40 i

4- [3602.25 sin 40 ֊ 251.48 sin 80)

На фиг. 1 показано применение коэффициента концентрации для 

алюминиевой бронзы >. = • 10 11 7—7-575- при ' — 9.81 • 10’ н/м2, где
9.81՜ (н/м-у

•сплошная линия соответствует линейной теории, а пунктирные линии — 
нелинейной.
Ереванский политехнический институт 

им. К. Маркса Поступила 24 111 1969
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Լ. Մ. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆ

ՖԻԶԻԿՈՐԵՆ ՈՋ-ԴԾԱՅԻՆ ԻՆՈՏՐՈՊ ՍԱԼԻ ԿԱՄԱՅԱԿԱՆ ՏԵՍՔՈՎ ԱՆՑՔԻ 
СПЬРДС ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ԿՈՆՑԵՆՏՐԱՑԻԱՆ' 9.ՈԽՏ ՍԱՀՔԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա մ փ ո փ и t մ

Տր,/էՈ»/’ Լ' սալի կամ IIIլական ան ցրի չ՚՚՚ցջք’ լարումների կոն g են տր ա ֊ 
ցիալի խնդրի լուծ ում ի։

Արտապատկերող ֆունկ՛ցիան ւյերցրված Լ լ"44,Ւ "մարուի որից հնա֊ 
րակոր 4 ստանաք պրակտիկա քում հանդիպող մի շարր անցրերի lupitnii- 

պատկերումըւ Ւ տարրերու.թ լուն դո լութ լուն ունեցող աշխատանրնե րի, ա ր։ 
Զոդվածում անցրի տևսրր րնորոշսղ պարամետրեր// մտնում են կսնցենտրա- 
ցիալի ղորձակցի և լարումների րտղս/ղ րիլնե րի հաշվարկս/լին րտնաձև երի 
մեջ ։

STRESS CONCENTRATION NEAR AN ARBITRARY EORM HOLE 
IN A NONLINEAR, ISOTROPIC PLATE UNDER PURE SHEAR

L. M. VARDANIAN

S u m m a r y

A solution of a stress concentration problem is suggested for a 
plate with the hole of an arbitrary form. The representation of the ref
lecting function in a row form allows to obtain reflections for a series 
of holes often encountered in practice.

In this paper, in contrast to the reports published earlier, the 
parameters are included in the computing formulas for the determination 
of stress and concentration coefficients.
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