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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ГАЗА ВБЛИЗИ
ОСОБОЙ ТОЧКИ МЕДЛЕННОЙ МАГНИТОЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ

Пусть в проводящей жидкости, находящейся в однородном маг
нитном ноле, в некоторой точке О расположен источник возмущений 
(фиг. 1). Выберем ось ОХ по направлению магнитного поля, а ось ОУ 
перпендикулярно к нему. Линеаризованные уравнения магнитной гидро
динамики в плоском случае запишем в виде [1]
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ди г 1 др
ծէ ?о дх
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дВ, р1 = --- ь
ծէ 0 дх

где ,ՀԴ, компоненты скорости по осям, «о- ?о ՜՜ невозмущенное
магнитное иоле, скорость звука в жидкости и плотность, р, у, В.
возмущенные значения давления, плотности и компонент магнитного 
поля, причем правая часть первого уравнения (1) соответствует 
источнику массы в точке О с расходом де

Фиг. 1.

Следует отметить, что уравнение (1) при д =----соответ-
(-/Ъ)

ствует периодическому по 1 решению, поэтому все решения до фор
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мулы (22) также соответствуют периодическим решениям. Обратное 
преобразование Фурье по /, используемое в формуле (22) и далее, 
соответствует правой части первого уравнения [1] вида

где »(0 = ^ПРИ/>° (2)
I 0 при I <Г О

Решение уравнения (1) ищем методом Фурье [1]

р \ (а, р, ю) г/Хб/з
V V

р=е~' ' е(,1х^1> ՝ур՝2 (а, и>)

V, = с՜ /а,< ( е,՝ал+^/гл (а, 3, «) <7аб/3

(3)
= е-*‘ [ [е«’^ /39Г.։ (а, о>)

В, = е՝^\ | е^> Г, (а, ?, ш)

= е~ '' ' || е‘:х А’б (а, 3, «>)

Подставляя (3) в (1) и применяя формулу преобразования Фурье по 
х, у, можно для подынтегральных функций получить систему

4֊ р0/аГ3 р0г^/՝4 =
4*։

. г 1 . г
1^1՛ а = — ’ •

?о

_/ш/г.= _±,-рГ։+ (4)
?о

А՛» Л2 а՜/՝» Л՝։

։« Г5 Г4

— £«Гв Во I а/7։

Решая систему (3), можно найти, например, для В2

7՜'(д, /, ՝՝՝')
“7Г «о ('°2 а։^)
4

где к՝' = «2 4֊ 82, а

(а, ?> ‘") " 0,2[<у2 — (а'՜՜ 4՜ к.2] -}- а'^(ф2к2

В՜'1 '4֊? квадрат скорости Альфвена.

(5)
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Согласно (3) давление запишется в виде

р = е֊'-‘С С (6)
V՝ и б (а, Р> и;>)
— •» --  30

где С(а, р, ш) = 0 есть уравнение поверхности нормалей для си
стемы (1).

В дальнейшем изучается окрестность фронтов быстрой и мед
ленной магнитозвуковых волн, поэтому в (6) следует исследовать 
особенности подынтегрального выражения, т. е. окрестность 6=0. 
Тогда [1]

Р = е ■'* Ы Г е՛" » £1֊% “]- Я (7)

— гг

где а — а(й, <в) есть уравнение 6 0 (фиг. 2), причем для каждого
значения / имеется по два значения а соответственно для быстрой и 
медленной волны (фиг. 3).

В решении (7) вместо суммы четырех интегралов, соответствую
щих указанным значениям а, берется только один, соответствующий 
бегущей вправо медленной магнитозвуконой волне АВС.

Для определения решения на волне ЛВС можно применить к 
интегралу (7) метод перевала. Стационарные точки определяются из 
уравнения

^х֊^ = 0

которое вместе с уравнением плоских поли 

ах fy — ю/ = О

дает уравнение волны АВС
<»f о>/ <?а

Х = ГТ- 1' = ~7
՛ Э?

(8)

(9)֊

(Ю)
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Обозначая решение (8) через я0,
1 1 /ь о г<Х ֊4-------— (/ — ;>0)՜, можно вычислить

2 дгл2

/0 и разлагая в ряд

интеграл

р, е«(’— у- о7՜ (7|>» ?"• 2* Ут.
1 . д֊*
2 ,хд?г

(П)

Выражение (11) дает решение на фронте волны АВС.
Аналогичное выражение получается для решения на фронте бы- 

строй волны Д-Д0С0. Поскольку для быстрой волны обратно про-

х ГНпорпионально кривизне самой волны [1 ] и отрицательно, то —7- для 

волны ВС, кривизна которой обратна по знаку кривизне Л0^0С0, бу
дет положительно, а для волны АВ отрицательно. Тогда характер 
особенности решения на волнах Л0/?0С0 и АВ будет отличаться от 
особенности решения на волне ВС.

В частности, скачкообразное решение на ЛП5ОС<( и АВ в пло
ской задаче соответствует логарифмической особенности на ВС.

Наиболее интересно поведение решения вблизи острия В, где

кривизна волны ВАС бесконечна и соответственно ---- 0. Тогда
а?֊

можно для выражения в экспоненте (7), полагая —- — 0 при ? - £։,

взять разложение

•а — а։ I ֊1֊ " 
.3!

(12)

где отброшенные члены малые более высокого порядка. Подставляя 
(12) в (7) и вынося медленпо-мгняющиеся функции за знак интеграла, 
вблизи точки В можно получить для давления выражение

?1>1 - "Ч>р
(А (а։, Л, <՛•)

е с/[> (13)

о к 1Замена переменной — х
։а
— позволяет выразить (13)<&

через функцию Эйри, которая имеет вид

Ф(х) (14)

В дальнейшем все а и / суть величины, отнесенные к ю, и ин
дексы при них отбрасываются.
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Тогда решение (13) запишется в виде

р — В--------- -г е110 Ф (еЛЕ)
(— До)

где введены обозначения

<?о Д?, (1 - ( 2 \ '

У'г7 6’,(а, 3) Д 
‘ др'

(16)

причем /С вещественно.
Применяя формулы асимптотического представления функции 

Эйри для больших отрицательных из (15) можно найти давление на 
волне ВС вдали от В

Рь=Ве*>*
(— ко)*

֊ >(-«>?• 
в

-а <֊, 
и> е 1 ( (17)

Решение на фронте волны ВС получится обратным преобразова- 
3 

пнем Фурье по $ — Ло для выражения (17), причем при к -* -՝ - по-
2

з
лучится степенной профиль давления, а при к ~ — имеется логариф- 

2
мическая особенность.

Из (17) видно, что уравнение ВС вблизи В имеет вид

2 ■’0=6 ";)■== О
3

(18)

к, ?-«Тогда профиль давления на ВС имеет порядок
Как было отмечено выше, в правой части (1) фс/(—к»)' соответ

ствует преобразованию Фурье по ( для функции -։ а (/)/1 (к) и при 
& = 0 соответствует где о (7) - дельта-функция. Таким образом,

—-
3(/) в правой части (1) соответствует особенности на ВС порядка о •.

Для определения решения в окрестности точки В следует при
менить обратное преобразование Фурье к выражению (15), записан
ному в виде

1.12/3 
р Ве’"л--------- г Ф (ш2* 5) (19)

(— Н
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Обратное преобразование Фурье для (19) запишем в виде [2]

р= —Ке гВе 4 е' '( й») : ю"ф (и»։#։) (1<ч (20)

о
3

Полагая кг = к —> для случая &։ ~ 0, используя соотношение

Ф (ф0 >) = —
| з

+/'1я(=> 2 и-о*5 ! 3 . *3 (21)

2 . г.х%.2
и вводя обозначение — (—.) — а> «>М х, из (20) можно получить

р = -^1//Яг(՜ $)’м "Кер’^12л+^е'։г/ (22)

где

/Г
/1 | е Н՝՜’(х) X - с!х,

о

л * — ։/а= Се “ Н\"х~՝<1х
3

о
(23)

При — >1 контур интегрирования в обоих этих интегралах 
и

можно деформировать вверх так, чтобы он совпал с мнимой положи
тельной полуосью. Учитывая следующие соотношения между цилин
дрически ми функциям и

Н12'( и (\=—е 3К, («5) + 2е '■/, (5)
" \ / “ а з

.■-'п
2 ‘ 1 г ( , — е (а՝) (24)

получим
7п ос *11 _ 5к « *)։

/1 — -- е У е ($) 5 ■ ֊ 2е | е ], ($) 5 2Л

и о
^5д « 0։

у8=—е ՛■ 1 е "^,(։)։՜^։ (25)
« ,1 3

о
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Входящие в правую часть интегралы могут быть выражены че
рез сферические функции [21

Л=2|Т^'% /-1\+2|/ 1е120 7 А) 
и / » " й \ /< /

Л 2| 2^е '> (А) (26)

При < 1 контур интегрирования в (23) можно деформиро-
и

вать вниз, совмещая его с мнимой отрицательной полуосью. Исполь
зуя соотношение

‘) = ֊7в Х(»)

Интегралы (28) можно вычислить

/.=2)^;^ Р /֊А)

Л = 212-֊'1р.,(-А)-2/ТЛ(3_,(_1) (29)

В области —1<—<1 'можно брать /։ по (30), /, по (28). 
п

Окончательно для давления имеем

р = В ( ;) ' 1' (30)
где

3 Ияпоетнн ЛИ Арм.ССР, Механнхд. № 1
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(31)

Для произвольного решение будет сверткой полученного 
решения с /А’՜ ։/Г (£։)

ОО

г = ГТП С’ 2 0 + '/-)* +
1 (&։)и Ап/

9

выше

и

+АЛ'2(-б+^՛
1 (АГг) г \ « /О

(32)

Используя равенство [3]
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3
2

,3

а*я иыражая гипергеометрнмескую функцию аргумента _ через гнпер-

сом* трнческую функцию от аргумента 1 - ** по формуле [6]
(г

Л». Л, /՜՜!՝ Г{2՛ & ։ + » + ₽-■։. ։-«) +
1 (т - в) I (7 ~?)

+Ц17^г (1 ֊ ' >. т - М -КТ-«-М -«)

(34)

можно найти для (33)

Хсо$х(— 4- */7 —-А.. 1к_А_ -^4-1, 1—£}-
Г \3 ՛ \ 12 2 12 2’ 1 ’ О’/

хиЬ*’ ч՝( -- *■■*. 
\12 2

7 к, . . . , <? \ 2~*’՜' кы»
12 2* ։4՜ ’ гя/ ^։м1п^։

ГТ2 '-£) <35)

юльяун соотношение

р, (:) = Ю (*) (?-.-։(«))
R

(36)
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можно найти решение при 0 >«

где

Из (32) видно, что Г, вообще говоря, непрерывно при 6 — и. Тогда 
можно за падающей волной при и 9 < и принять

2‘'И’г(*։)г(Х֊*ЛС0,я*, ,
_______ Л______ ________ Г։ — Д °
2<(֊ п ֊ ^sin-(-i-4- 1 V(^)sin^x

2 ‘ и (cos r.kt 4՜ -4)
А-уГ (£։) sin2 3 ~kt

Исходя из непрерывности F при С — и,, приравниваем коэффи
циенты при 1-\ в уравнениях (39) и (40) и находим, что .4 —cos ~Х.'П
т. е. при ։/<0<j/ коэффициент при Л7, равен нулю.

3
При кх где п целое число, согласно (38) имеет место

F 0 при — и < 9 и.
Отметим, что согласно (3) и (5), имеет место

Аналитическое продолжение (38) согласно [5] дает за отражен
ной волной при — и решение

Г (£j) cos "Aisin _________ у֊. 2 ki lun
r(y+*j)r(y ’ ^)(—--cos2n^ 1

(39)
а для 0 > — и 15]

2 "■-՛ и» r(*։)[cosn*։ Л(-1 + 2со*2^։)] 
/1 \ / 5 \ ? 1 +

1՜ ( — Z:j ) 1' (----- - M ) sin "A'i(— 1 4՜ 2cos2 ajt։)
\ 6 / \ 6 /

(40)

G-F, F (41



Параметры газа вблизи особой точки мапштозвукозон волны 37

Полученное выше решение можно связать с решением уравнения

dt- 6dx-J
д- .,/# ^1.. пде °‘\о'л ՝ оу՛■) а° де oy-f (42)

при начальных условиях

.. ди д-и л д*и .. . ч Мо\* = 0, и = — = —= 0, — = о (х)М</) (43)
о( де де

причем при и = р из (3) и (42) получится выражение (41).
Для общего оператора с постоянными коэффициентами, инте-

и записы- 

тральная запись решения типа (7) исследована в работе [9].

Вводя для С) изображение Фурье по t С = СсВ
о

вая С я виде
4С

П = [’ (‘ е*-՛^ и{2, 3)<Ы?

для t/(а, /) с учетом (42) и (43) получим уравнение GU

(44)

1 ----- . что 
4п=

соответствует (41) с правой частью /•’ 1 -• Поскольку I՝ пропор-
4п®

Ю3 
ционально 7<»> = <у6---------решение задачи (42) и (43) получится из

( — Ао)
рассмотренного выше при к 3, «ito согласно (17, 18) соответствует 

лЗ?2 решению на фронте волны порядка <. .
Поскольку решение задачи с произвольными начальными усло

виями получается с помощью линейной комби нации производных ре
шения (44) |7], то оно получается из решения (39, 40) при к, рав
ном целому числу, т. е. в этом случае в области ре
шение равно 0. Этот результат для всей области внутри АВС (фиг. 3) 
другим путем найден в |7].

Совершенно аналогично можно получить решение и для сфери
ческого случая. Линеаризованные уравнения магнитной гидродинамики 
в этом случае запишутся в виде

’И ( ֊ -Ь — -Г ~֊) qe iuit о (х)(у) о (z)
dt \ дх ду dz /

дця 1 др
dt р0 дх

dv4 _ 1 др , Д> /дВу__ дВл \
dt р0 ду 4кр0 \ дх ду /

(45)
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ду-1 др В^ /дВх дВ~ 
д I Ро дг 4кр0 \ дг дх

дВ* _ „ <^\
~ °\ду '~дг)

дВу дуу

дВ* = в —-
д( 0 дх

(45)

Если решение этих уравнений опять искать в виде интеграла Фурье, 
то после аналогичных вычислений, для давления вблизи В (фиг. 3) 
можно получить

р (а|. И, '1'1. щ) 3։,9 ;։г-и>0

б'о («։, Ъ, «>)
р = 2՜/

арах (46)

где Г(ли рь 71։ «>) -^тг а? Ь’ “ а1 (®? + ?? — и)] и положено -֊- = О, 
о՜' г

72х- — 0. Но интеграл (46) по '( легко вычисляется 
д\'\

\{ж^ Т։Гут = I ~
1 . с)-а
2 ,Хд^

(47)

Тогда решение в сферическом случае получается из плоского, если 
последнее умножить на величину, равную правой части уравнения (47).

о. 8 ,
Если обозначить — = я._., —' р..., — ֊ 72 и в дальнейшем ин-

Ш 0) ш

дексы при них отбросить, то для давления можно получить

Р 

где

6 = ах 4֊ + 'Ц — С

____ ^/3
В\ (48)

(—

Чо а;(1 —V 1 (49)
2- ЗйИгг) \х^- л/

Х а'{?' р 2 й?

Сравнение с формулой (16) плоского случая показывает, что поскольку 
у/ [‘о = / | — /<п , решение содержит дополнительный множитель / Е —/«>, 
который уменьшает к на 1/2 и меняет характер решения, причем 
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сферический случай соответствует задаче о прохождении волны около 
каустики. Из (48) вдали от точки Л’ па ВС получится

ргеим = - В (- <) * ?։/Г (кх 4- 1 ) (50)

Обратное преобразование Фурье для (48) запишется в виде

~ -г-
р =-----у-Re 9е (—/о»)՜՜*111 <о'։ф (о>2/3;)</<՛> (51)՝

о

При к 2 решение найдено Газаряном [2], а при любом кх к 2 
решение находится сверткой [4]

^М֊гУсоз2^ 
_

г/— + к,) Г (— + Л-,'И 1—2005 2-^)
\ 6 / \ 6 /

Следует отметить, что при кх = —- получается функция
2

1 1 1 1 ®2 \• ( —- » ~՛ —» 1---- г7 )• которая выражается через решение кубиче

ского уравнения
/Ч-3-/+30=О (53)

в виде

, — ,1 “ =3 '2 7՜ (54)
\ 6 3 2 0’ /

К алгебраическим функциям приводятся также все решения при
1 1 5«1= — ± п, — + я, — 4 п, причем к данным частным случаям от-
2 6 6

носится решение |8].
Так как решение вышепоставленной задачи в виде (15) есть 

частный интеграл уравнения Эйлера-Трико.ми. то естественно ожидать,. 
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что уравнение (42) для давления, если перейти от переменных х, у, ( 
к переменным 0 и должно превратиться в вышеуказанное уравнение. 
Переменные 0 и ; имеют вид

О « + &-<. ' = ^5 (55)

где

.. ар р ар р л 1 аИз решения видно, что —------ —» — — — - 1-------- , ; ———> по-
М 0 д' с и> о)*3

Этому, если в уравнении (42) оставлять слагаемые до порядка о։3, 
то, переходя к переменным О, для первой скобки уравнения (42) 
можно приближенно найти

для второй скобки

„ Г)А\ д- . к- /д*\*\ . 2 да^д?) ' д-Л Л3 °° ’ 3/

(57)
для последнего слагаемого в (42)

,/д֊ , К-Г- д֊ 2
3(дд)

£1 ™ к 
г ։'АX г'А д?) (58)

Если перемножить (56) и (57), а затем прибавить (58), собирая сла

гаемые
д'

<п\ можно получить, что коэффициент при —— равен нулю 
(7'Г

в силу уравнения

в = I ֊ к֊ (а2 4- а֊) + ^֊к֊а1а] = 0, к2 = ֊Ь
или

^=^+«1 «Хг12 (59)
Л *

Единственным выражением ~<оиз является , коэффициент 

при которой, не содержащий X, имеет вид
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2 К да / а;.а- \
■ -аэДл--^)-м1 (60)

с)?. 3 А2
Используя соотношение (59) и — =----- !—можно пока-

с/р а А аоа1
зать, что (60) обращается н нуль.

(““1 б'1
Коэффициент при 0)11՛1

К2 А
~р^(А2-а-.а֊у- Н°<‘а1а* (1 ~ ~ - а‘оа?а՜’) 1 <61>

н силу

А'֊
йу Ч^Л8 - а*а‘{)- 'а«’՜(1 ^А1 (А՝ ~ (А “ ‘1 (62)

тоже обращается в нуль.
Равенство нулю коэффициентов при этих производных показы

вает, что, в отличие от задачи о ^прохождении волны вблизи каустики 
ю

|4|, в порядке <о уравнение (42) вырождается, в то время как н со
ответствующем порядке, для указанной выше задачи получилось урав
нение Трикоми. Поэтому следует собрать коэффициенты в порядке

Уравнение (42) в этом порядке запишется в виде

2 .4— «?,<։?’•'՛ длр 2А"' А —а’а\у'- д՝՝р 2Всга’:К да (Ар
ЗГ ~ 74 : 7^ А дРдТ 7 д? д?дЬ = 0

Ве (63)
_ Л3 — ЗЛ2а2а}ла 4- .4а^а֊ ф- а

~я (Л3 - ф'֊)~

Если все коэффициенты уравнения (63) разделить на
V— (I <г' >:

----------- и упростить коэффициент при ------- используя соот- 
3/ Л о\3д(4

£& л
ношение — = 0, то получится

^>4-5 ֊^֊ 4*^-«О (64);
дЬ3 ' дгАо\ ‘ ОАдЬ

что можно записать еще в виде

4 АЛ^Р+^\1=0 
дЬ д: \ (792 (74' / I

г. е. уравнение (64) приводится к уравнению Трикоми.
Автор выражает благодарность канд. физ.-мат. наук Багдоеву А. Г. 

за постановку задачи и большую помощь в ее решении.
Ергппнсхий политохвическиМ институт

им. К. Маркса Поступила 25 VI 1969
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Ա. Ա. ԴՈԻՐԳԵՆՅԱՆ

ԴԱքէԻ ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐԻ ՈՐՈՀՈԻՄՐ ԴԱՆԴԱՂ ՄԱԳՆԻՍ ԱՋԱՅՆԱՑԻՆ ԱԼԻՔԻ 
ԵԶԱԿԻ ԿԵՏԻ ՄՈՏ

Ամփոփում

Հոդվածում որոշվում է զաղի սլարամետրերր մուղնիսաձաքնալին ալիքի 
եզակի կետի մոտ։ Ս ազնիս ակտն հիզ րոդինամիկա /ի զծւոքին հավասարումների 
սիստեմի լուծումր փնտ րվում է ՝հ ուրլե ի ինւոեզրալի անորով և արաա֊ 
հա րով ամ Լ I; (րիի ֆունկցիա լի մ իջոլլով; Հետո զիւոարկվտմ է լուծման ա֊ 
սիմսլտոսէքմլ վարքլո Hm.fg Լ տրված, որ հարիք խնղրաւք BC րնկնող աքիրի 
վրա ստացվոէ մ Լ լողա րի իք մ ական ե ղակիա թ լուն , ք՚՚՚կ տարածական զ ե սլրում 
ի1 ոքւչքածն լուծում։ եզակի կետի մոտ քուծումն արտահայտվում է հիւղեր֊ 
ե րկրտ չափական շարքով (Լսւնդաու֊Լիֆ:hub “'1‘ոքով}։ եթե հավասարում֊ 
ների սիստեմր զրենր >1 ի հավասարման ւոեորով ե x, է/՛ է փոփոխական֊ 
ներիր անցնեն ր լուծումն արւոահա րոոզ C. փ ո վու քո ականն ե րին, ասք in 
ստացէք ա if կ Տրիկոմիի հավասարումր t •

DETERMINATION OF GAS PARAMETERS NEAR A SINGULAR 
POINT OF A SLOW MAGNETOACOUSTIC WAVE

A. A. GOURGENIAN

Summary

The problem of determination of gas parameters near a singular 
point of a slow magnetoacoustic wave ABC is considered. The solu
tion for a system of linear differential equations of inagnelohydrodyna- 
mics is found in the Fourier integral form and is expressed by the 
Airy function. It is shown that in a plane case a logarithmic singularity 
is obtained on the head wave BC, while in a spherical case a jump-like 
solution is found. Near the singular point the solution is expressed by 
the hypergeometrfc functions form given by Landau-Lifshitz. It is also 
shown that the Fourth order system of linear magnetohydrodynamics in 
the new coordinates G, ; is reduced to the Trlcomi equation.
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