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В. Н. МОСКАЛЕНКО

К ТЕОРИИ сильно ИЗОТРОПНЫХ композитных 
МАТЕРИАЛОВ

На основе модели сильно изотропного микронеоднородного тела 
{1. 2], обобщенной на обратные тензоры, вычисляются макроскопиче­
ские постоянные композитных материалов. Рассматриваются механи­
ческие смеси из произвольного числа, вообще говоря, анизотропных 
компонентов. Вычисляются макроскопические постоянные н задачах 
теплопроводности, упругости и термоупругости. В отличие от работ 
(1, 2| в качестве основных используются уравнения совместности по­
токов тепла или напряжений.

1. Принципиальные трудности, возникающие при построении 
полной системы многоточечных 'корреляционных функций вынуждают 
исследователей применять приближённые методы [3—6] или ограничи­
ваться низшими приближениями в различных модификациях метода 
возмущений [7, 8]. Определенные перспективы открывают введение 
моделей микронеоднородных сред [1, 2, 9 11], для которых возможно 
суммирование бесконечных рядов метода возмущений.

Введенная в работах [1, 2] модель сильно изотропного материала 
связана с видом исходного уравнения. Ниже показано, что в общем 
случае окончательные результаты меняются, если в качестве исходных 
принять уравнения совместности. Вопрос о дальнейшем изучении связи 
различных способов ввода понятия сильной изотропии оставляем от­
крытым. Можно ожидать, что оба способа приводят к точным реше­
ниям для некоторых не пересекающихся классов структур. Как будет 
показано, в частном случае, когда макроскопические постоянные не за­
висят от структуры (задача Хилла), оба способа приводят к одина­
ковым результатам. В частном случае упругих постоянных для смеси 
кз двух изотропных компонентов оба способа приводят к выражениям 
для постоянных, удовлетворяющих оценкам Хашина-Штрикмана.

Рассмотрим неограниченную среду с микронеодиородной струк­
турой. Пусть вектор или тензор а, характеризующий состояние среды, 
удовлетворяет системе уравнений

Ат О, 0 (1.1)
Оператор 7 может быть представлен в виде произведения Л Л*/. де­
терминированного дифференциального оператора .V и оператора умно­
жения на тензор г и свертки по индексам. Компоненты тензора 7. но 
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предположению образуют случайное однородное поле. Дифференциалу 
ный тензор М детерминирован.

В задаче теплопроводности уравнения Хд О являются системой 
уравнений совместности тепловых потоков, а Мз 0 выражает урав* 
нение теплопроводности. В линейной теории упругости уравнении 
Дет 0 совпадают с уравнениями совместности напряжений, а ,Ш=0- 
с уравнениями равновесия при отсутствии объемных сил. В задаче 
термоупругости вместо уравнений (1.1) получаем

Л/(Х7 хО) = 0, Мз 0 (1.2)

Здесь я—случайный тензор постоянных линейного температурного 
расширения, '> приращение температуры относительно некоторого 
начального состояния. В связи с тем, что уравнения (1.1) являются, 
частным случаем (1.2), будем исходить из уравнений (1.2). Задача со- 
стоит в вычислении макроскопических характеристик х#, при за­
данных постоянных в пространстве математических ожиданий 5) И]

О из условия

7.3 Л* > ХЖ<5> +«*< 0> (1.3)

и из условия 5 — < 6 .
Разобьем тензор 7. и вместе с ним оператор А на сумму матема­

тического ожидания и флуктуационной составляющей

7. = : 7.' | х", к к՛ Г, х' = < X . к' = /V < X >

Решение уравнений (1.2) будет

з 3 КЫ(*Гз 4 а"6)

Здесь А՜ оператор, обратный оператору — к’ и подобранный из 
условия, что соответствующая функция Грина удовлетворяет допол­
нительному уравнению типа Мз 0. Полагая з — з՛ з"։ находим для 
флуктуационной составляющей уравнение

з" - КЬ/^'з' - х"<т’ 4- х"б) = о (1.4)

Отсюда вытекает, что существуют тензоры А и Л’ с математическими 
ожиданиями, равными нулю, такие, что

з" = Д з> \ В(')'}

Введем обозначения

7,.** ■֊ 7 А, Л^ = 7. 'В

С учетом (1.3) находим

=■ '/•’ +֊ 7.** , «* = «' 4֊ ■' (1.51

Из уравнения (1.4) с учетом независимости величин з и <0 по­
лучаем уравнения
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х^ + х'70У(х''4-х^) ֊ 0 (1.6)

*** + х'7ГЛЧ«'' + «**) -֊ 0 (1.7)

2. Введем условия сильной изотропии среды. Будем считать, 
что двухточечные корреляционные функции вида

х" (г) (г)х" (Г 4֊ р) ֊- ?(',)

х"(г)- ■ х"(г)х,..41 (г р) = 0(р)

х" (г) •••*• ’(г) з '(г-т Р) ) =;(?) (2.1)
х"(Г)---х"(г)а?ф(г+р) = 7,(;.)

являются изотропными и, кроме того, зависят только от расстояния 
между точками и не зависят от направляющих косинусов. Применим 
операцию математического ожидания к уравнению (1.6)

**♦(*•) /0У| х (г) х" (г + р) 4- х"(г) (г -г- р) |=0

Интегрируя полученное уравнение с учетом условий сильной изо­
тропии (2.1), получаем

<*** х"Лх՛ х'Тх,^)=0 (2.2)

Здесь Р ֊ оператор умножения на изотропный числовой тензор 
и свертывания по индексам. Входящий в (2.2) комплекс х' Л/.** 
может быть вычислен из уравнения (1.6) и условий сильной изотропии

- (х"РРх" (х"Р)։хф*> {■/. Р)֊ х## =0

Повторяя процесс, находим

(^Г։х^>4- (х"Р)”х" |-<(х"Р)%# - (х"Р)я х^ -0 
(л = 1, 2,...)

Отсюда для математического ожидания тензора х.,... находим 
уравнение

х^ СР х.^) = С (2.3)

Здесь С выражается формулой
со

С=У( 1) (х'Р)"х" 
я—I

Аналогичным образом из уравнения (1.7) и условий сильной изо­
тропии (2.1) получаем уравнение для математического ожидания тен­
зора а**

«** / ֊ ОР < «♦* О (2.4)
Оператор [) является суммой бесконечного ряда

ОО
I) У.( 1)" (х'Т’)”*’ )
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3. 1 1олученные результаты применим в задаче теплопроводное 
механической смеси произвольного числа .V анизотропных компоненте 
Уравнения (1.2) будут

д ^Ч ■= ^;=0 I

Последнее уравнение является уравнением теплопроводности 
Уравнения (1.6) принимают вид

х/а 1 г) (?) с^' К И г * ‘<1-( г + ?)1 = 0

Функция Грина 6д (г) дастся формулой

с'л(г) = I
*0 = -у

Вычисления показывают, что оператор Р в задаче теплопро։ 
пости задается в виде аРЬ — е, если для компонентов справедливо 
сд = а.,.р,.Ь где р.,. составляющие тензора

2 ?

Вычислим составляющие тензора С, учитывая связь компонентов тен­
зора х в лабораторной и кристаллографической системах координат

С։к -
1 1¥ ' 2г ՝»֊1 у у
3 Д -Ъ-<п)

Здесь 4՜главные значения тензора х в компоненте ма­
териала с номером п, сп коэффициент концентрации. Для макроско­
пического тензора получаем х‘4_ где

(3.1)

Выражение для тензора макроскопических коэффициентов теплой 
водности будет \гч-=где

1 -1/1 Зс \ ’
■/., “ \ 3»„ I 2с/

В работе [2] вместо формулы (3.2) получено

(3.2)

1 л' с Р1 у у

Здесь /о-Г՛; |п? главные значения тензора л в компоненте с номером л.
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и——»— ■ ■ ------------------------ - - • -»--- — ■■— —————— — - ■ ■ - - — Г= .А ■   ~ - “■ ■ " - ~ "— - *■

В общем случае формулы (3.2) и (3.3) приводят к различным 
результатам. Это означает, что не существует материала, сильно изо­
тропного в смысле одновременно статьи [2] и настоящей работы. 
На фиг. 1 приведены результаты вычисления макроскопического коэф­
фициента /•* для поликристалла при '... ■ >■ . Кривая 1
соответствует приближению Фойхтз, кривая 2 приближению Рейса;

Фиг. 1.

кривая 3 вычислена по формуле 
(3.21, вычислениям по формуле (3.3) 
соответствует кривая 4. На фиг. 2 
приведены результаты вычислений 
для смеси из двух изотропных ком­
понентов при ранных коэффициен­
тах концентрации (с, с.). Интуи­
тивные соображения подсказывают, 
что кривая 3 должна хорошо опи­
сывать смесь, в которой первый 
компонент является матрицей, а 
второй представляет собой вклю­

чения» В общем же случае при 1:3-%'։ /е 3 кривые 3 и 4 практи­
чески совпадают, и различием формул (3.2) и (3.3) можно пренебречь.

4. В качестве другого примера рассмотрим задачу об определе­
нии упругих постоянных механической смеси из произвольного числа 
Л' анизотропных компонентов. Уравнения (1.2) в рассматриваемом 
случае имеют вид

йх ()хт = 0, =о
дх.

Последняя группа уравнений представляет собой уравнения равновесия 
при отсутствии объемных сил. Тензор 7. является тензором упругих 
податливостей. Уравнения (1.6) приводятся к виду

■I Изисстия АН Ары.ССР, Механика. № 6
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6(?) ее։/>е,цч ~р~~~ [<г 4՜ ? ։

?)1<7р 0

<*гг ? д-г . д-г \ ,
(Ух- ''А дх,дхт '‘։'п дХ)дхк) ’ 1

$о__________ *д-г______
12($04-</0) дх^хкдх,дхт

Здесь $а։, с/0 величины, связанные с математическим ожиданием тен­
зора податливостей

■х” . 1г

Функция Грина 6,1-'л,(г) будет 

С/и1т (А*) = лл “ 7 (

■ (е/М’х

7'}к1т $$'')к'Чгл </о Р^Ц^кт 4՜ ,»}п',Ь1 )

В задаче теории упругости, как показывают вычисления, опера­
тор Р определен следующим образом: с — аРЬ, или в компонентах 
С;к!{,х — а;к'/: р ,Ьг1т. Тензор Сдается формулой

Р>к1т 77? 2) 6>х;Чт -+- (3 #) {'•/„.'Ч! - О.-Лх-т)]
30

1 Чо п — 
2 $о 4- Чп

Обозначим через и, /,ч/.11,,. тензоры упругих податливостей ком­
понентов смеси, отнесенные к кристаллографическим осям. Для тен­
зора С вычисления приводят к следующим формулам:

Р'-;Р‘1,ч (1 I,к

1 £
/■ — . У С„ (2/;7Агг(,з /-ДД-(Л))

1:> п-1 

1 •С7 1 V 
30 ֊

7.,. - '/п/5/.,, — ^„Р՝/п, V» = л

Тензор макроскопических податливостей дается формулой

= 5Зд-^Л„ <7* -Г )

Макроскопические постоянные $:(11 имеют вид

$о 5**» 7* 7о — Ч^и 

___ 15 ___
15 7^2 (3 4-«}(.;

(4.1)
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ЧМе) 2
5+* / о • л 7**

<?9-г^У+֊с 3
\ о /

Применение формул (4.1) в случае композитного материала из 
двух изотропных компонентов с равными модулями </։ </. — </ дает

с։с21$1 52) /л о»««--«в------- • <7*^9 (4.2)
С։52 с2я։ — 9

Формулы (4.2), как легко проверить, совпадают с точным решением 
Хилла. В этом примере подход статьи [2] и подход данной работы 
приводят к совпадающим результатам. Это будет не гак в общем 
случае, когда будет важна форма микронеоднородностей.

Например, для композитного материала из двух изотропных ком­
понентов формулы (4.1) приводят к следующим выражениям для объем­
ного .модуля и модуля сдвига:

к« _ З/уЛл 4-4х.,
'■R З^*,

I1* _ (9 2^) 1Ч& 4- 2 (3 |«£
” (9 — 2$) № 4-2(3 $ ।

Нетрудно убедиться, что полученные выражении удовлетворяют 
оценкам Хашина-Штрикмана [5]. Формулы работы [2] приводят к дру­
гих։ выражениям, которые также удовлетворяют оценкам Хашина- 
Штрикмана.

5. В заключение рассмотрим задачу о макроскопических коэф­
фициентах линейного температурного расширения механической смеси 
из .V анизотропных компонентов. В данной задаче уравнения (1.2) в 
компонентах записываются следующим образом:

С)1[>Ск,„.1 . Зг» ; — 0, — О
О лI иХт ОХ к

Здесь а тензор постоянных линейного температурного расши­
рения. Уравнения (1.6) выписаны в предыдущем параграфе. Уравнение 
(1.7) имеет вид

• •
1Г| + (Н Сг.,ЬеЛ?> е1:Л1,е111։1 ֊֊ 1а'нг ?) - V, <г - 0

Как показывают вычисления, тензор Г) имеет вид

1 -X
О]к= Ь - С/.У-Д”»

3 « ։

V« 4՜ ~ "(/I ^>п
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Здесь я» тензор постоянных температурного расширен։
отнесенный к кристаллографическим координатам.

Для макроскопических постоянных находим (’о— ’♦»)$/*

3 „_____ Ьд0_____
<,„ + 2я('г+4('՜)

*' *
Из полученных формул н простейшем случае вытекает интунтиш 

ясный результат. Если исходный тензор ։ изотропен и для всех ко։ 
понситон смеси совпадает, то он будет совпадать и с микроскоп 
веским.

МосхпмекнП ордгнм Ленина
Эхгрг՛ Ш’ич пнй институт Поступил« 16 IV I9Ô4.

Վ. Ն ГГп1П։1Ц1|Ъ’։11

Ու՚ժհՂ ւփյւՏՐՈՊԻԱՏււ-ւ. ՕԺՏՎԱԾ ։ւ»1րՊՈԱԻ8Ի11Ն ՆՅՈհ^1։1Դ 
smbp-m iruiibb

II. մ փ II փ ս I մ

• *նղ հանրացված Լ ոէմեղ ի դո տրո սլ իա/ով է»մ տված ր աղմարրէէ րեդի մո- 
ղնլբ սւվեյի լալն ղասի կոմ սրւղիդիռն նլռւթ երի հակադարձ чп են դո բների համէէէրէ 
Դիտարկված են մեխանիկական խառնուրդներ՝ բաղկացած կամարսկան 
թվով սւնիդոէորուդ բաղադրիչներիդ: Հաշված ՀՆ մակրոռկււպիկ հաստատուն* 
ներր ջերմահաղորդականս» թ քան ե դիֆա դիալի, աււսյձ դականա թ քան It 

ջ երմաառաձդակսւնոէ թլան խնդիրներում: 11րւդեո հիմնական հավատս բու մ - 
ներ, ողտադռրծվոէմ են ջերմության կամ /արումների հոսքերի ան՝ 
խդելիա իք լան հտվւոսարռւմներր: երկա իղոտրուդ բաղադրի չնե րի բ կսւդւքէիււ-1 

է) եիէ անիկ ական իւաոնա րդի համար, gm լղ է արվում, որ il ակրո սկռ ոք իկ tuntui՝ 

ղւււկան '•luinniu աունների համար ստացված րանաձևերր բավարարում են 
!»աշին՝ h տրիկմ անի t/նահաաականներին:

V N MOSKALENKO

CONTRIBUTION TO THE THEORY OF STRONG 
ISOTROPIC COMPOSITE MATERIALS

S u m m a r y

The model of a strong isotropic polycrystal is generalized for in* 
verse tensors for a large class of composite materials. Mechanical 
mixtures of arbitrary quantity of anisotropic components are considered. 
Macroscopic constants are calculated in problem of heal conductivity^ 
diffusion, elasticity, and thermoelasticity. The equations of compatibility
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heal streams or stresses are used. It is shown that in case of me-
chanical mixture of
macroscopic elastic

two isotropic components the obtained formulae 
constants answer Hashin-Shtrikman’s estimates.

for
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