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ИЗГИБ БЕСКОНЕЧНОЙ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ  
ПЛИТЫ С ВПАЯННОЙ УПРУГОЙ ШАЙБОЙ ИЗ 

ДРУГОГО МАТЕРИАЛА

В рамках уравнений обобщенной теории пластинок С. \. Амбар
цумяна [1] получено точное решение задачи об изгибе и кручении 
бесконечной трансверсально-изотропной плиты с цилиндрическим вклю
чением из другого материала.

I. Рассмотрим напряженно-деформированное состояние бесконеч
ной трансверсально-изотропной плиты с впаянной круговой упругой 
шайбой, геометрические и физические характеристики которой отличны 
от характеристик плиты (фиг. 1 •; плита деформируется „на беско
нечности" равномерно-рзспредсленными изгибающими М, либо крутя
щими Н моментами.

Фиг. 1

В рамках обобщенной теории изгиба 
пластинок С. А. Амбарцумяна [1 ' задача 
решения уравнений

трансверсально-изотропных 
заключается в нахождении

зд» О, ЛФ '/Ф 0. ( —А ’Л
\ 2ва '

(1.1)

удовлетворяющего условиям непрерывности напряжении и деформаций
на контуре спая плиты и включения

’ * ՝

М М\', Нл Нл. /V А”
Н.2)

а также условиям „на бесконечности“ и „и центре" плиты. Здесь и в 
дальнейшем индексом (0) отмечены величины, относящиеся ко вклю
чению; индексами (а) и (г) обозначены упругие характеристики мате-
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риалов плиты и включения в плоскостях, параллельных и нормальных 
к срединной соответственно; 0 полярные координаты.

Выполнение шести (вместо четырех в случае решения задачи 
но классической теории [2, 31) условий (1.2) приводит в итоге к ре
шению в более высокой степени взаимосвязи на границе раздела 
двух сред.

2. Запишем решение уравнений (1.1), соответствующее рассма
триваемой проблеме*

для внешней среды ('/ а)

М'У֊
и> 27)(ГТ?<*) <Лсо.я20] С11п? (с^ - 4-с3) соя29

Ф с։ДГ։(5?)»|пЙ (2Л) 

для включения (? ■> а)

U’o с՛.՛'/“ (с ?■՛ C-j) cos 26
(2.2)

Ч с; 7о (''У) с? Z- (М s > п Ж

Здесь /;(s?) и К, модифицированные функции Бесселя I и II 
рода от аргумента и оу; с/, с произвольные постоянные.

Подставляя (2.1) и (2.2) в формулы для углов поворота, усилий 
и моментов, получим (выписываем лишь интересующие нас в даль
нейшем величины) 

для внешней среды (у а)

М
М-. ~2~(‘ cos-26) О cty ‘-(1 v.j (4v,։c3ji -'֊

Ьс..у '(1 vu)jcos20 [24s(l c3y 4

2c5? U ՝*•<) Qt ($?)1 COS 20}

M M M ■ 4/)(\ cos 26 (2.3)

M /)[3елу 3 5s ։c5^(^)]sin29 

для включения (у < а)

M' Dn { 2с<; (1 •<) [4-<; - -| 2d (1 cos 26

[24г0(1 ' 2^? ’(1 <J^(^)]coS20} (2.4)

M,;* M՛1 4/J°(l v;։)( с՝; Ф 2 cos 26)
где

Выпи՛.мвается (и-иичтс для изгиба (А/՝

Случай кручения плиты (/7՜ , //: Л/’՝ •• Л',’

•W: л/; N” лг; 0)
0) получается суперпозицией.
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- " ■ Е'\ - 2К' (2 (,'° )

Е

5(1 ֊ ».) V С, ' Е, ) ’ 5(1 ■<) V* /■<_' /

<?/('<-> к, (г?), (?,(«»:■) /,<??)
В (2.3)—(2.5) и далее штрихом обозначены производные от функ

ций Бесселя по аргументу '<՛<,
С учетом (2.1) (2.4) условия (1.2) приводят к системе алгебраи

ческих уравнений относительно постоянных с,, с"., из которых

Мог 1 '»х''гЕ
1 Г-, У

________ __________
0(1 ֊ ■<)(! Е^)

с. с" - О

(2.6)

М(Е с\ ------------
■ 2£)г(1

■^[ЛИ ■'«) 
/и)

Л|. СЛ мСе
2Г)Гв (1

м /։ 2(£ У 1<2 11 ։ ։ /•;)С2 4/2(1 л,)1 (2 <։՛

(<2 и <?!„>) (Г, - а ।

’ йго^г-Л-?111 '՛' °'"1'՜՛ 11
4 - -

С. т!«./ 2£Л>3/ 'с, Е(1,] 2;г)з0(„‘с"1и

4 -г 2֊ |ил'? 2а;> ъс:. - ?.к.}

где

(2.7)

6(1 V.,) 9 |><20(1)
2Л*<2 (2)) 

1

а։Г. 4(х, 8/>Ч12£(1 °
<։)

'2Е> 
2л;^(2)) (2.8)

<г <и
а‘Г3- 6 2£^^- 4£^

<2° Г»

«•л 2р ,3, 8£■'■" 2Е0 т~
V (П С/ И
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< 2(>»«И.+ ֊-(£ -А',;,)

< ?*<» ։±у(^ ։)(/.*. у-У.к.) 
“ *о /

< ? <»> -7±|±7’-/<Л1 (’ 7)у'*։|

<*՛’’ -VI
<2^1 1±-у[ю£ в(1 -^)(1 ֊֊)/.*•', [4(1 к)

+/։]./Х |8П £) 2Н1 £)/л1 (2.9)

։ ± *’ |4'<Л£ ։>(։ ֊^)(1 ^)м, (б£ »• гул I- 

|6(1 £, !:]_/,К, '21.(1 £Г,/0ЛГ0[

А '|т(’ 4)(1 |4(1
П £)(1 + 4)уЛ Т(1

В формулах (2.7) (2.9) ясе _/ и К, суть и Кроме 
того, здесь введены следующие безразмерные величины:

А> = ^/2 у;
5а-\ (Л £, / 5аЛ ։ Й/

Г ։ - -о ' 1 < - 1 *1 ՝ !+•/«
а' а֊’ >։ 1 1 V’ *’ 1

- £;՛ 1 V«. , ч
Ё 1 ■ V0* Ь°' 1°—

Подставляя (2.6) —(2.7) в (2.3) или (2.4) можем вычислить уси
лии и моменты в любой точке плиты и включения, в том числе и на 
границе раздели двух сред. В общем, как следует из (2.6) —(2.9), все 
характеристики напри.кенно-дсформировлнного состоянии являются 
сложными функциями упругих постоянных материала плиты и вклю
чения.
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Рассмотрим ряд предельных вариантов найденных зависимостей.

1. Случаи Е — 0 и £-*оо соответствуют свободной круговой по
лости и полости ( впаянным абсолютно-жестким ядром.

2. При Е* Е-, л, поле плиты и включения остается не- 
возмунюнным и коэффициент концентрации ранен единице.

£• £2
3. Предельный переход 7 *. • 0 соответствует класси-

6, и«
ческой теории Кнрхгоффа |2, 3|.

Фиг. 3

11а фиг. 2, 3 приведены [графики изменения основных* расчетных 
величин М' {а, и для изгиба и кручения плиты в записи-
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мости от Е«;Е<, для различных Е, (!■ при ՝/,. V՛.' 1/3, Ло Л 1.2,
б.-'СЛ 1.5, в/Л0 6, ՛>- 0.

Наибольшее отличие коэффициентов [концентрации и Ьь от 
данных классической теории [2, 3| (£„ С — 0) будет достигаться при 
абсолютно жестком включении и свободном отверстии.

Более подробные исследования убеждают в справедливости сле
дующего утверждения: классическая теория Кирхгоффа дает верхнюю

границу коэффициентов концентрации напряжений при -р-1 2>1, 
Си

т. е.

когда материал включения жестче материала плиты, и нижнюю гра- 

нииу этих коэффициентов при у." <4, т. е. при относительно мягком 

включении.

Льпоцсхнй политехнический
институт Поступил« 25 il 1969

IL Լ. <1Ы.ЬЬ. IL II. ՊհԼԵԽ

11.Ն-1.1յ|'Ջ ՏՐԱՆ1Ի1.ԵՐՍԱ1.-Ի9.ՈՏՐ11Պ ՍԱԼԻ. ՈՐԻՆ ՆեՐ<»1ՐԽ1 .ԱՈ է 
1ԼՌԱՋԴԱԿԱՆ ՏԱՓՈ‘ԼԱ’1 ՈՒՐԻՇ Ն?»11ՒՈՓ8. ՈՌՈՒ111!

11. if փ ո փ и I մ

սա լել՛ի համար 4. 1Լ. Համբարձում քանի աե чш թլան վրա, 
4տաւքվսւ<} են' ւլլանա/ին ն ե րդ րվ ա՚Հրով, tn ր անւէվե ր и ա լ-ի դո ա րո պ անվեր? սալի 
Հոման և ոլորման խնդիրների լա ծումներր :

B. 1- PELEKH. Տ. Л PELEKH

BENDING OF INFINITE TRANSVERSAL-ISOTROPIC 
PLATE WITH ELASTIC INCLUSION FROM OTHER MATERIAL

S u in in a r y

An exact solution of the problem of bending and twisting of the 
infinite transversal-isotropic plate with a cylindrical inclusion from 
other material is obtained on the basis of the Ambartsumyan’s theory.

It is proved that the classical Kirchgoff theory gives the higher 
value of the stress-concentration coefficients when the material of inclu
sion is tougher than that of the plate and the lower value of these coef
ficients when the inclusion is made out of relatively soft material.
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