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К ЗАДАЧЕ О КОЛЬЦЕВОМ ШТАМПЕ

Целью настоящей работы является упростить формулу, приве­
денную в работе [1] для приближенного решения интегрального урав­
нения контактной задачи для кольцевого штампа и показать, что к 
такому же интегральному уравнению приводятся следующие зада­
чи: о неосесимметричном давлении на упругое трансверсально-изо­
тропное полупространство кольцевого штампа; о кручении кольцевым 
штампом трансверсально-изотропного, либо ортотропного, полупро­
странства; о кручении кольцевым штампом неоднородного упругого 
полупространства с модулем упругости, изменяющимся с глубиной по 
степенному закону.

§ 1. В работе [1] рассмотрена задача о вдавливании жесткого 
штампа кольцевого очертания в плане с поверхностью z= g(г, с) п 
упругое полупространство с переменным по степенному закону моду­
лем упругости (£ Е.г).

Предполагая функцию g (г, представимой в виде

со

8 (г, ср) go(r)֊r V g;։(r)cos.|*« (1.1)
Jl «w]

а, стало быть, контактное напряжение в виде

ÖO
р(г, ®) = р(, (г) V р (r)cosuc, (1.2)

проблема отыскания контактных напряжений сформулирована в виде 
интегрального уравнения, которое является общим как для простран­
ственной задачи о кольцевом штампе, так и для плоской контактной 
задачи с двумя участками контакта.

Это интегральное уравнение имеет вид
11

1Г.'Дх, у) р( y)dy g(x), (6<х<а) (1.3)
6 

где

(х, у) | Г /. (tx) (ty) dt

и

J (z) функция Бесселя.
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При этом в случае кольцевого штампа следует положить

8(х) - & (И**՜Да (г) — г՜’©(г), (ц = 0, 1, 2,...) (1.4)

Очевидно, случай ;л 0 соответствует осесимметричному случаю. 
Если же штамп с плоским основанием находится под действием произ­
вольной вертикальной нагрузки, то для отыскания контактного напря­
жения достаточно решить уравнения (1.3) при 0 и ц 1.

В случае плоской симметричной задачи (вдавливание системы 
двух одинаковых штампов, расположенных симметрично относительно 
оси системы)

Г — £(*) = * ‘ (°*) (х)

(1.5) 
р (х) х ’ф(х)

а при наличии косой симметрии

1* = ’• х ’((^-(х)

(1.6)
Д_(*) X *«(х)

ГЛ и С'. константы, характеризующие упругие свойства неоднородного 
основания. Значения их приведены в работе [!].

В этой же работе предлагается приближенный способ решения 
интегрального уравнения (1.3), которое применительно к плоским 
основаниям штанов имеет вид:

(1.7)

Рь (х) Рк' 1 2х2)—полиномы Якоби
ОО
\^1 (/гл I о2л> 

। Утк •

I — и* 4- ц -(• 2к ]к\ Г (1 4՜ !1 -И А’ т) I' (ш к -|֊ т) 
։՛ (1 Аг) I (—1 )А *1 Г (1 -(■ ш -|- т) ։' (1 - и» •• и 4՜ т )
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у С՜^')»1 (1 1/1 * т л) |
и „п*. Г(1 4- М п) («• — т n) I

Е'йк коэффициенты, которые вычисляются по рекуррентным фор­
мулам, приведенным в (11.

Интегралы от контактных напряжений имеют вил

/о(Н, w)= a | b0 4֊ V [Е'кЬь (ам -f- (1.8)

Коэффициенты bk и а. вычисляются по формулам [1].
Конкретизируем эти формулы для всех вышеупомянутых случаев, 
а) Вдавливание внецентренно приложенной силой (эксцентриси­

тет е) кольцевого штампа и упругое неоднородное полупространство.
Обозначим угол наклона штампа через >•., а осадку его через 

о,. Тогда вместо (1.1) будем иметь

g(r, 9) Ъ. 4 Acos? (1.9)

и, соответственно, контактное напряжение будет определяться согласно 
(1.2) формулой

/И'՜,?) Р'Лг) 4- />:(/•) cos« (1.10)

при этом согласно (1.4), (1.7) и (1.8)

. / \ _ ________ ?»2__________ч’>՛ ।
Р՝{ ?՜ 0,йГ(2— -ш) г Ui.

Используя условия равновесия штампа, определим осадку и 
угол поворота штампа при заданных Р и е

О.
/<•./ t2 цИГ(1--ш)

(1.11)
РГ41 ֊ ц£0 
22-՝-Л(о, -.<՛!

Устремив в этих формулах -/—О, получим аналогичные резуль­
таты для случая однородного упругого полупространства

|ц=0, »-U

2 (г >

(1.12)

(1.13)
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6) Плоская симметричная задача с двумя участками контакта для 
неоднородного упругого полупространства

(1.14)

։ —осадка штампов 
”5

Р прижимающая сила
в) Несимметричная задача с двумя участками контакта для не* 

■однородного упругого полупространства.

(1.15)

£ Ре, Р виецентренпо приложенная (эксцентриситет е) сила.
§ 2. Покажем, что к частным случаям интегрального уравнения 

(1.3) можно свести целый ряд других задач.
а) Сначала рассмотрим задачу о кручении нагрузкой I (г) упру­

гого полупространства с модулем упругости, изменяющимся с глуби­
ной по степенному закону.

В этом случае будем иметь следующее дифференциальное урав­
нение для радиального перемещения <՛:

Б ^4-^+-1^ _^+Л^. = о .(2.1)
дг~ дг* г дг г" г дг

Краевые условия задачи примем такими:
1) /(/՛)> ’’Де Нг) осесимметричная ра­

диальная нагрузка.
2) Компоненты смещений и напряжений 

при г— > <■ (из физических соображений).
остаются убывающими
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Применяя преобразование Ханкеля по переменной г, получим 
решение краевой задачи

|д2 1— >
2;т(1+Д-)г х V-’

(2֊2)
О

АЛ (г) функция Макдональда,
Н* — постоянная Ламе,

<2 (5) ^(НгЛОНс/г

От нагрузки единичной интенсивности, распределенной вдоль 
окружности радиуса ? по касательным в каждой точке окружности» 
которая описывается функцией Дирака ։'(г р), перемещения точек
упругого неоднородного полупространства будут иметь вид

и

Устремив в этой <|юрмуле х —» 0 и учитывая обозначения, полу­
чим поверхностные перемещения точек упругого неоднородного полу­
пространства

Г(1-у)г(1֊֊Ц?

(г, ?)  -----------------—֊֊֊— г;(г, у) (2.4)
Г (1 4-•*) Г ( 1 — у)2>*

Воспользовавшись формулой (2-4), можно задачу о кручении 
кольцевым штампом с наружным радиусом а и внутренним Ь упругого 
неоднородного полупространства записать в виде такого интеграль­
ного уравнения:

I П7(п »ЩЩ. (2.5)

Г(1-ЧГ(1 + у

Г(1

/(г) —искомые контактные напряжения;
-угол поворота штампа.
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Как видно, уравнение (2.5) является частным случаем уравнения 
11.3), если в последнем положить

11 ~ У #(х) » ?(/•) = г/(г) (2.6)

Конкретизируем формулы для контактных напряжений и углов 
поворота для рассматриваемого случая

/>;(<■) = г/„
2‘ * ?„(')

(2.7)
оГ (2 тй) Г (1 «•) г

МаО(,11Г(2-«.)
(2.8)

2՛ Л(1, «>)"

М заданный крутящий момент.
Для кругового штампа (6 0) уравнение (2.5) имеет точное ре­

шение. Используя для получения такового результата из |2], найдем

2* Ф (а) Г Ф' (и) (1и
I (<г-х'“)’ ' 3/(|Г- х*)1

\ 2 /
(2.9)

Ф(а) ֊ о֊2֊՝ (I Г_____ _________
^7.) У (а=~52)1-

Проделав вычисления, будем иметь

(2.10)

Из условий равновесия штампа определим угол при заданном 
моменте Л/, после чего выражение для с: подставим в (2.10).

Окончательно получим

/ (х) Л/ (1 -ь т) (3 -Ь >) х
Г (гт-х2)17՜ (2.И)

что совпадает с результатом, полученным в работе [3] иным путем.
б) Рассмотрим также неосесимметричную задачу о вдавливании 

кольцевого штампа с поверхностью г — % (г, ?) в трансверсально-изо­
тропное полупространство.

Для трансверсально-изотропного полупространства в случае осе­
вой симметрии имеем [7]

и, = Д (А’։Ф։ - Л.>ф.Д
Ог
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3= 2((^1сэз ' **1с1з) ’”1 ■ (-^2сзз '*2с1з)<^а]
Лг

- с4։ ֊^- [(1 + *,) ф։ 4- (1+*.) Ф=] 
О гиг

где Ф։ и Ф2 функции перемещений, которые находятся из уравнений

(#.+֊/ + ’?= 0. ('■ ։- 2)
\ иг- г О г 02- /

кг и к2 значения, получающиеся из

с.}.| : к I <?.ц • с1а)
сн (<Ч4 — с։з) 4՜

соответственно значениям и ч;, которые в свою очередь вычисля­
ются из уравнения

кз(2<?44- <?1з) СПС3зЬ՛- 4֊СМ<Ч» = 0 
сц коэффициенты анизотропии для трансверсально-изотропного тела 
(см. известную монографию [6]).

Используя интегральное преобразование Ханкеля, построим сле­
дующую формулу для определения вертикальных перемещений ?г։ (г) 
поверхностных точек упругого трансверсально-изотропного полупро­
странства от воздействия единичной вертикальной силы, приложенной 
в начале координат (г = 0, г = 0)

’■И-Й=»Л^Р'|"։'" °'и
II

В случае однородного упругого основания аналогичная формула 
имеет вид

ю (г) = (2.13}
о

Как видим, формулы совпадают с точностью до констант.
Используя тот <{»акт, что трансверсально-изотропное полупро­

странство в плоскостях, перпендикулярных оси г, является изотроп­
ным, составим по аналогии, как это сделано в работе |1|, интеграль­
ное уравнение

и

(, = 



К задаче о кольцевом штампе 17

которое, с одной стороны, является частным случаем интегрального 
уравнения (1.3), если в последнем положить

Я (х) = Р.^г) = (р = 0, 1Ж 2,...) (2.14)

а с другой стороны, совпадает с интегральным уравнением для упру­
гого однородного полупространства с точностью до константы. По­
этому все формулы, ранее упоминавшиеся и те, которые будут рас­
сматриваться в дальнейшем для упругого изотропного однородного 
полупространства, будут с точностью до константы совпадать с фор­
мулами для трансверсально-изотропного полупространства.

Получим, например, формулу для вычисления контактных напря­
жений при неосесимметричном вдавливании кругового штампа в транс­
версально-изотропное полупространство.

Таковую можно получить следующими путями: либо решить инте­
гральные уравнения (1.3) при 0 и ч 1, с учетом (2.14) и исполь­
зованием для решения результата из работы [2], а затем использовать 
условия равновесия штампа для определения осадки и угла поворота 
штампа, либо использовать формулы (1.12), (1.13), положив ь них 
вместо >г'։ и устремив Ь — 0.

Нами проделаны оба эти вычисления и получен результат

3*2 1 Ч՛* 4 гР’(г, ?) ; - ——-֊=^==со8? (2.15)
| а- — г՝ У։ "о՜ I (г г՜

■ >Г* = ?^Ь (2.16)

4« 8а

который совпадает с результатом работы [5], полученным другим 
путем.

в) Наконец, рассмотрим случай кручения трансверсально-йзотрог,- 
ного. либо ортотропного, полупространства кольцевым штампом.

Уравнение равновесия в перемещениях будет иметь вил

дгк / д-у 1 ду у \
С» ’ + Свв — ) 0

Ог~ \()г‘ г ()г г- !

Используя аппарат интегральных преобразований Ханкеля, по 
аналогии, как это сделано к пункте „а“ настоящего параграфа, по­
строим формулу для определения перемещений поверхностных точек 
упругого трансверсально-изотропного полупространства от нагрузки 
О(г —(>)

<>(г, ?) = |/-^1Г։(г, У) 
I С55

Используя последнюю формулу, составим следующее интеграль­
ное уравнение для определения контактных напряжений /(г):

2 Извести» АН АрмССР. Механика, .No 6
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(2.17)
М։) = 1 ' £« 

I

которое также является частным случаем интегрального уравнения 
(1.3) при

I* Ь 8(*)“у5Т» ?<г) Г*(г) <2-18)

В случае кручения рассматриваемого полупространства круговым 
штампом используем результат работы |2] и условия равновесия 
штампа, при этом получим

/ (х)
_________ 3________________Х?1

0<’)|7±\|՝/'±\ Га= А-

\ 2 / \ 2 /

(2.19)

Угол поворота равен

Зо3- (2.20)

§ 3. Рассмотрим несколько примеров для случая, когда / — > 0, что 
соответствует упругому однородному, либо трансверсально-изотроп­
ному, полупространству:

а) к 0; / 0.6 (осесимметричное вдавливание штампа),
6) и 1; у 0.5 (поворот штампа моментом при вдавливании, 

либо кручение штампа моментом).
Формулы для вычисления контактных напряжений и осадок за­

пишем в таком ниде:

« 1
1 У.Е^Рк '(1

Л-0
2/֊)

(3.1)
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р 0.1

В случае трансверсально-изотропного полупространства вместо 
% следует положить

Как показывают вычисления, для достаточно широких штампов 
решение интегрального уравнения (1.3) существенно упрощается, так 
как в этих случаях можно пренебречь в формулах (3.1), (3.2) наибо­
лее трудно вычисляемыми членами, содержащими коэффициенты Е' , 
а это значит, что при вычислении контактных напряжений и осадок 
(либо углов поворота) пет необходимости в решении систем алгебраи­
ческих уравнений, следует лишь вычислить коэффициенты первого 
столбца системы ало.

Сравнение результатов вычислений по формулам (3.1), (3.2), со­
держащим члены с и без них, показывают расхождения резуль­
татов для случая н 0, 3 0.6 не более 3° 0, а для случая :՛ 1,

0.5 не более 0.5 %. Еще меньше расхождение наблюдается при 
вычислении осадок и углов поворота для этих случаев.

Что касается степени точности формул (3.1), (3.2) для рассма­
триваемых нами примеров, то при вычислении можно ограничиться 
2-3 приближениями. Расхождение результатов составит не более 5 " „. 
При вычислении же осадок и углов поворота уже первое приближение 
практически не отличается от пулевого, т. с. расхождение равно 1 2%.

Следует отметить, что с ростом отношения ։3 влияние коэффи­
циентов Е‘\ постепенно возрастает.

в) В заключение сравним результаты вычислений контактных 
напряжений для случая поворота системы двух плоских штампов, рас­
положенных на упругой полуплоскости симметрично 

ДРУГ друга и подверженных воздействию момента Е ( ։«•

относительно
-1֊, 3 0.5,
2

2(Е К КЕ>Е
-а֊р(/= 3-')(1 А) 1)]

Кн Е— эллиптические интегралы 1 и II рода соответственно и при­
ближенной формуле
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д(П -----уз--- , — — Ь/է" Г֊
2а:Цт 2')К(Л’ ?Տ)(1 п

1)Н
W) и

7'л-(/) нечетные полиномы Чебышева.
(Коэффициентами Е'.'ь пренебрегаем).

Вычисления показывают, что для этого

Сравнение результатов вычислений с точностью до

2 - Л-------- — , ■---------- приведено н табл. 1.
?՜)(1 է*)

Га6>лиич !

1 11 риближ CHIIOC pe III с я ис Точное решение

п 0 п 1 ո 2

0.5 0.062 0.071 0.074 0.077
0.6 0.149 0.147 0.148 0.148
0.8 0.329 0.321 0.326 0.328
1.0 0.552 0.552 0.552 0.559

Одесский инженерно-строительным 
институт Поступила 23 IV 1969

3. 9, >ւՈԼ144-ԽԽՆ. Դ. 3. Պ11ՊՈՎ

ՕՂԱհԱՅհՆ ԴՐՈՇՄԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ и փ ո i մ

Դիտարկված են \եաև րսք խնդիրներդ՝ tu) աո աձդակ ան, ա ր ան սվև ր սալ- 
իդոտրոպ կիиա աա,րած tu /tf /ան ւխււ֊ւ. օդակա/ին դրոշմի ոշ • աոանքքվէաոիմեուրիկ 
ճնշ/1 ան մասին՛, ր / ut ր ան ււվե ր и ա չ֊ի դ ո ա րոպ, կամ էէրթուորոսլ կիսասսորած itt,- 
թլան ոլորում ր օդակա լին դ րոշմով\ դ) անհամ uililin աուսձդական կիստաս/'- 
րածսլխ լան. որի tun սւճւրսկսւ^ւու ի! քան մոդալր fttutt ի։ и րա.ի} քան ւիո էիս իէւք ա մ I; 

աւէԱէի&Աէնալին սրհ՚Կքոէի որւքւրս<1՝ր օդակաքին դրոշմով։ Օդաադքէրծվոէմ Հ հև- 
դինակնե րիէք էէհկի կոդւքիէք աո աշ ա րկված մհթոդր (ՀՍ1/Հ 'bU, Տ /t դ հ կ ադ /i ր, 
<։ /!•/։ իէանիկա^ք^հ. ֊(I, նս. /.96'?) արէէէսմ կ նշված մեիքոդի ոշ ա ր դե դո ։.մ ր'
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U. IX GOL1B1KHIN, G. J. POPOV

ON THE CONTACT PROBLEM FOR ANNULAR PUNCH

S u m m a г у

The following contact problems have been considered. They are 
пол symmetric pressure upon transversely isotropic halfspace of an­
nular punch, torsion with annular punch transversely isotropic or or­
thotropic half-space, torsion with annular punch non-hoinogencous half­
space with varying module of elasticity (power law of change). A me­
thod recommended by one of the authors is used. (Известия АН Ар­
мянской ССР, „Механика“, т. XX, № 2, 1967). A simplified version 
of the method is given.
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