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А. А. БАБЛОЯН, С. М. МХИТАРЯН

К РЕШЕНИЮ НЕКОТОРЫХ „ТРОЙНЫХ“ УРАВНЕНИЙ 
С ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ

Многие краевые задачи математической физики, например, сме
шанные (контактные) задачи теории упругости, сводятся к решению 
парных или тройных интегральных уравнений и рядов-уравнений, со
держащих тригонометрические функции.

Исследованию и эффективному решению парных интегральных 
уравнений и парных рядов-уравнений с различными функциями, в том 
числе уравнений с тригонометрическими функциями, посвящены мно
гие работы.

Исследованию же „тройных“ уравнений посвящено лишь несколь
ко работ.

Насколько нам известно, до сих пор были рассмотрены только 
тройные ряды-уравнения, содержащие полиномы Лежандра [1], Якоби [2] 
и тройные интегральные уравнения, содержащие бесселевы функции 

у. (х) [3—6]. В указанных работах тройные уравнения сведены к ре
шению регулярных уравнений Фредгольма. В частности, когда индекс 
бесселевой функции V — 1,2, решения соответствующих уравнений с
тригонометрическими функциями получены в замкнутом виде.

Настоящая заметка посвящена эффективному решению некоторых 
тройных интегральных уравнений и рядов-уравнений, содержащих триго
нометрические функции. Приводимый ниже способ решения этих тройных 
уравнений заключается в сведении их к интегральным уравнениям пер
вого рола с логарифмическими ядрами. 11оследние уравнения решаются 
известным методом М. Г. Крейна [7 9|.

Будут рассматриваться тройные ряды-уравнения
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где р -՝ 1, ад-и А (>.)— неизвестные коэффициенты и функции, подле
жащие определению, а числа /.д. и функции Фд(х), Ф(л։), Ч’(-<) имеют 
один из следующих видов:

1) = к, Фд-(/) = sin kt

2) Хд. к 1 2, Фд.(/) sin (к - 1/2) t

3) л4 = к - 1/2, Фд (Z) = cos (Д-— 1/2) / (3).

4) Ф(О = ’!'(/) = sin Z

5) Ф (/) 1 - 4' (/) = cos t

Отметим, что правые части уравнений /1) и (2) все могут быть не
нулевыми функциями. Уравнения с [такими правыми частями, однако, 
всегда можно принести к уравнениям вида (1) и (2).

Кроме того, будут рассматриваться тронные уравнения вида 
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Мы здесь подробно рассмотрим только случай р ֊г 1.
Обратимся сперва к тройным уравнениям (1) для верного случая 

из (3).
Положив 

со
У kak: sin kt = Л (f) (*<*<?) (5)

к—1

и принимая во внимание первое и третье соотношения < I) в указан
ном случае, по формуле Фурье находим
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Подставляя выражения а* из (6) во второе уравнение (1), после 
перестановки порядка суммирования ֊и интегрирования для определе
ния неизвестной функции Л(/) получим следующее интегральное урав
нение первого рода:
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I 1ри этом была использована сумма ряда
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11ерехрдя к новым переменным

Х-‘КТ * '«֊
уравнение (7) приведем к виду

? (5) <Л> Г(х) (а<х<6) (8)

где наедены следующие обозначения: 

1)
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Аналогичным образом, уравнения (1), для случаев 2)—4) из (3), 
приводятся к решению уравнения (8), где соответствующие обозна
чения имеют вид 
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Тройные ряды-уравнения 
последнего случая из (3) при

(4) и интегральные уравнения (2) для
р — 1 сводятся к решению следую

щего интегрального уравнения первого рода:
ь
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где для уравнений (4) вводятся обозначения
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а для уравнений (2) обозначения
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Таким образом, все указанные тройные уравнения (1), (2) и (4) сво
дятся к решению либо уравнения (8), либо уравнения (9).

Следует отметить, что в принципе уравнение (8) можно свести 
к уравнению (9).

Решения уравнений (8) и (9) построим ио методу М. Г. Крейна.
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С этой целью сперва приведем решения интегральных уравнений 
(8) и (9) при правых частях, тождественно равных единице. Они да
ются соответственно соотношениями*

_г_С|П'^;._ * _ 1
֊К (к) .1 | X - 5 1 К(6- 5=) и2 О2)

ь (10)
------- \ 1п —5------------------1
-|п ֊ 4 3 IX -$ I [ (6 — $) (5 — а)

Ь — а

где к а/Ь, а К (к) полный эллиптический интеграл первого рода.
Коль скоро известны решения интегральных уравнений (8) и (9) 

при правых частях, тождественно равных единице, решения этих же 
уравнений при произвольных непрерывных правых частях могут быть 
получены по формулам М. Г. Крейна |7 -9]. Решения этих уравнений 
даются соответственно формулами

6
________С 1 I*__________________ иНи 
»/(Аг^?У(х։ а*)____֊=,)_________________ х~)(Хг-—а'г)
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где постоянные С и С։ имеют следующие значения;

* Эти соотношения получены » монографии И. Я Штасрмана 110]. Совершенно 
элементарным способом они установлены в неопубликованных материалах М. Г. Крейна 
но контактным задачам теории упругости. М. Г. Крейн любезно нредостаиил второму 
из авторов возможность ознакомиться с этими материалами.
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После определения функции -(х), соответствующей определен
ному типу „тройных“ уравнений (I), (2) или (4). по введенным обо
значениям будет определена функция Л(Н, а затем по формулам 
Фурье- также и неизвестные коэффициенты о*, или функция А (/.).

Если же р 1. то во всех уравнениях (1) (4) дифференци
рованием первых и третьих и интегрированием вторых соотношений 
эти уравнения приведем к уже рассмотренным случаям при р 1. По
стоянные, появившиеся при интегрировании уравнений, должны быть 
определены из условия ограниченности решений соответствующих ин
тегральных уравнений первого рода.

В заключение отметим, что аналогичным способом, опираясь на 
результаты работ 110, 12]. можно получить замкнутые решения для 
соответствующих систем из двух „тройных“ тригонометрических урав
нений.
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A. A. B.ABLOYAH. S M. MKHITARIAN

ON THE SOLUTION OF CERTAIN „TRIPLE“ EQUATIONS 
WITH TRIGONOMETRICAL FUNCTIONS

S u m m a r y

Ilie solutions of certain „triple“ integral equations and series
equations containing trigonometrical functions are found. These „triple“ 
equations are reduced to integral equations of the first kind with loga- 
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rilhmic kernels. The latter equations are solved by means of the 
Krain method.
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