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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ИЗГИБА ТРАНСВЕРСАЛЬНО- 
ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИНОК, ОСЛАБЛЕННЫХ 

КРУГОВЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ

В работе приводятся результаты исследований концентрации на
пряжений около отверстий при изгибе трансверсально-изотропных пла
стин на базе обобщенной теории С. А. Амбарцумяна [ 11.

1. Исходные соотношения. Решение задачи изгиба трансверсаль
но-изотропных пластин сводится к интегрированию уравнений
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56« ,~2 
Здесь ад, ф функции прогибов и углов поворота, г>- = - - Л ,

2 Од

£ ------------------ (1-ый вариант теории С. А. Амбарцумяна); -=■
5(1 — V.») и.-

2/г /о Си Еа \ „ к л .
----------------- ( 2----------V. ------  | (11-ой вариант теории С- А. Амбарцумя-

5 (1 — %) \ о- Е2 /
на); Е,„ 6’.։, V,, и Е:, 6';, '< - модули упругости и коэффициенты Пузе- 
сона соответственно в плоскостях, параллельных и нормальных к сре
динной.

2. Постановка задачи. Поставим цель на базе уравнений (1.1)г 
(1.4) исследовать характер концентрации напряжений, создаваемой в 
бесконечной трансверсально-изотропной плите круговой неоднород
ностью радиуса а.

Обозначим решение соответствующей задачи для сплошной плиты 
через ад', Наложим теперь на решение ад՜, ՛-' такое решение ад՜, ? 
уравнений (1.1), которое на контуре неоднородности (при р - а) удов
летворяло бы условиям:

а) для отверстия, в которое впаяно абсолютно-жесткое ядро

Ж+<=0’ ”;+<=0֊ (2.0

б) для свободного отверстия:

/V; 4- а; = О, X -г М\ = о, Н:Л + Н՛^ = О (2.2)

Накладываемое решение го", Е' должно, кроме того, исчезать на 
бесконечности [2, 3].

Ниже рассмотрим наиболее важные случаи нагружения плиты, 
приводящие к однородному напряженному состоянию на бесконечности. 
Для таких случаев вышеназванные решения запишутся так:

А) цилиндрический изгиб плиты моментами А/ (Л'Л՛ = М, М? = 

= н:У х= а; = а; = о):

w' = ՜ 4Р7Г^Г1(1‘*J + (1 ^cos26l’ *' = °
(2.3)

ад՜' In ? 4- (q? 2 4" ca) cos 20

= CiK0 (?<z) 4- c.Kz (So) sin 26

Б) кручение плиты равномерно-распределенными моментами г/ 
(//i = Нг7М: - А/у = Аг՜ - А; = 0):

ад՛՜ (с2о - -г с3) sin 20, = с.Л2 ('<') cos 2(J
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Здесь А/ (ор) модифицированные функции Бесселя II рода /-ого по
рядка от аргумента 'л. Углы поворота 7. и а также усилия-моменты, 
соответствующие (2.3) и (2.4), находятся по формулам (1.2) —(1.4). 
Постоянные с., фигурирующие в (2.3)—(2.4), должны быть определены 

из условий на краю отверстий (2.1) либо (2.2).

3. Плита с жестким включением. С учетом (1.3), (1.4) и (2.3) 
условие (2.1) дает для постоянных следующие значения:

_______  '■'ч _ Л____2
2/9(1—՝л,) ' С2՜ 4Р(1-л) “ о

Ма2 л 8Л*
с, =------------------------ » с. = и, с՝г, - ---------------------------с

2О^т (1 Уа) КЛ0(1-уо) •
где

4Л*
1-4 /КАП

М.
5а2 \ £ ‘ Е: /

(3.1)

(3.2)

( = оа

Для усилия и моментов согласно (1.3) (1.5), (2.3) и (3.1) имеем 
(в случае цилиндрического изгиба):

М А(1
2 I 1+ •<„ Г

2
4֊^ 24/гЛ- 

Г

Здесь введены следующие обозначения для комбинаций от функций 
Бесселя К., (г)-.

А'Дг), - 2‘К2{г) -7К:(г) 4А’2(г)

На контуре жесткого включения (при р о)
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М;. (а, 6) ֊ М

со 5 20
՝т

М* (а, бЦ- М («, б) м
(1 

1 
~\и (1 — V,,)

(3.4)

2А °֊ (Л |[.81п201Н,ь(а. 0) — 2М[ 1
12А*

Случай кручения плиты равномерно-распределенными моментами 
Н получается суперпозицией из известного решения (3.1) (3.4). На 
контуре включения имеем

(о. 0)

М?(а,Ь) = ‘2Н

МП

г 12Л*
8Л*-211С1\ 51П2(<

<к2(п;
8/7

Л(1 V,.)
Я Ш 20 М (а, 0) = о (3.5)

11а фиг. 1 представлен график изменения перерезывающего уси

лия ) по (3.5) (в случае кручения плиты) в зависимости от

а Е<, 1 л
— для различных ----- при — — • '>• - и.
л а 3

На фиг. 2 представлены графики изменения коэффициентов кон- 
/ -тах \ г-, / -*0 \ Яцент рации к- = ( — — ) в зависимости от параметрон ֊- и , при 
Х 3.| /и« л и,

ча — -у- • — 0 для изгиба (4'։) и кручения плиты.
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4. Пластинка со свободным отверстием. В этом случае для по
стоянных с. из (2.2) получаем

____ Мг Ма* / 2/0 \
2£>(1 М ’ “ 12£(1 - у։1) V

(4.1)
о 4/։*

с.< = 0, с* = — - - -----------с,
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^(0
Усилия и моменты, соответствующие (4.1) и (1.3) (1.5) опреде

ляются по формулам

2а=
24Л*~

о \

-’■) сое 20 
о /“О '
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На контуре отверстия при

<1^(0

2а3К2(1) 

а из (4.3)

со$ '2Г>

з։п 20

получаем

1

2/г <?."?՛«)

М. (а, 0) = /7^ (а, 0) = Д’? (а, 0) О

1'Ц, (о, 0) - М 1
о-о

1К՝Л(}

со& 20 | (4.4)

2АЛ(/)
81 п 20

0-0

Использованием известной формулы для производной от функции 
Бесселя К, (г)

9
л; (г) —к2(г)

выражение (4.4 в) можно привести к виду
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.. . n SMtK^t) . . r.
An («. Г)) = ---------- ----- sin 26 '4.5

’ «‘АЛЫ
I Ie приводя выкладок, запишем также окончательные выражения 

для усилий и моментов на контуре отверстий в случае кручения плиты

М (а, 0) Н о (а, 6) — /V (а, 6) = О

М„ (а, 0) ֊ ֊ 8//(|‘> sin 2'5 (4.6 абв>

~0

N = i6№X,(n cos20
4 aUtK,W

Ha фиг. 3 и 4 показано изменение перерезывающих усилий

(- ' '.и Е»
а, — | в зависимости от ֊ • - . и М (а, 6) в зависимости

4 ah G-
Е։) а 1 , с

от — и при — - > v. — У. 11а фиг. 3 представлены графики
G’s h 3

/ М* \
коэффициентов концентрации моментов ль ( — для цилиндри- 

X М /

ческого изгиба (/г։) и кручения (A4 в зависимости от параметра — 11 
h ]

Е. 1
различных ֊— при v„ —» = 0.

G: 3

5. Обсуждение результатов. ՛ 1ерейдем к обсуждению результа
тов, полученных в 3 и 4.

1. Все.» величины, характеризующие напряженно-деформированное 
состояние плиты, ослабленной отверстием, зависят от параметров А* 

и т. е. от отношений - » ~֊ • Некоторые из таких зависимостей 

представлены на фиг. 1 — 5.
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2. 11редельный переход Л* — 0, / — х> можно трактовать либо 

как переход к бесконечно тонкой пластинке ( —-----* |, либо как пе

реход к пластинке с бесконечно-большой сдвиговой жесткостью

Испрльзуя ассимптотические представления функций Бесселя II 
рода для входящих в выражения (3.3) (3.5) и (4.3)—(4.5) ядер уста
новлено, что

Гпв (Л„ 1,
I •-х

Н։н -֊о 2(1 т \.)
Л*-»О 
!•»«

(5.1)

3. На основании (5.1) можно доказать справедливость следующего 
утверждения: во всех точках плиты, не принадлежащих краю отвер
стия, из выражений усилий и моментов (3.3) и (4.3) при асимптотиче- 

а Еа
ско.м устремлении параметра — к бесконечности либо — к нулю 

Л С-
следуют все соответствующие характеристики классической теории 
Кирхгоффа |2, 3|

Пт М(р, «),• 6) 8)} (5.2)

(('>«)

На фиг. 3 поэтому перерезывающая сила по Кирхгоффу соответ-

ствует - — = 0.
6:
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4. Несколько по-иному обстоит дело па граничном контуре. Из
Е„

(3.4) (3.5) и (4.4)—(4.5) при 1'՜ —0 следует также ряд зависимо- 

стой теории Кирхгоффа. Это относится, в частности, к изгибающим мо
ментам Л/ (а, 0) и Л4, (а, $)• Например, в случае цилиндрического из

гиба пластины:
а) с жестким включением

||П. л/, (а, 6) 5) сое 2о) (5.3)
\1 -н« I—-*п /

б) со свободным отверстием

Вт М:, (а, 0) — М՝С (и, $) М 
£.,/сх -о

1 2(1 + ,“).Со5 29
3 I- *4,

(5.4)

На фиг. 1, 2 и 5 соответствующие

гоффа обозначены л; характеристики теории Кирх-

О и выглядят как асимптоты для полученных

кривых. В частности, 

а также С — 1.8 и к»

прямые-асимптоты /<։ = 3.75

1.6 (фиг. 5), обозначенные

и А-2 = 6 (фиг. 2),
Е„

в,
= 0, представ

ляют коэффициенты концентрации при изгибе и кручении пластинки с 
жестким включением и свободным отверстием, вычисленные на базе 
теории Кирхгоффа |2, 3|.

Как видно из графиков, численные отличия полученных резуль
татов от соответствующих величин в теории Кирхгоффа могут стать 

/■;
значительными для отношений —— 10 60, что характерно для ориен

тированных стеклопластиков; при этом указанные отличия и случае 
кручения пластинки больше, чем в случае цилиндрического изгиба.

5. Исключение из утверждения 4) составляют перерезывающие 
усилия А'Цо, 0), действующие в площадках, перпендикулярных к краю 
отверстия.

Эти усилия равны нулю в случае жесткого включения (см. фор- 
мулы (3.4)- (3.5)).

Анализируя формулы (4.5) и (4.6в) легко показать, что порядок пе

ререзывающего усилия на контуре свободной полости равен Л .
Следовательно, касательные срезывающие напряжения
а) равны нулю в случае жесткого включения,

б) порядка /։ ’ на контуре свободного отверстия.
Соответствующие касательные напряжения, определяемые клас

сической теорией, в обоих случаях порядка Л .
Таким образом, в рассматриваемых случаях теория Кирхгоффа не 

указывает даже порядка срезывающих напряжений -6..
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На фиг. 4 поэтому случай
G-.

= 0 не соответствует теории Кярх- 

гоффа [2, 3].
Аналогичный эффект получен для свободной полости в работах 

;•!, 5) на основе общего подхода теории упругости, и для свободно-опер
того края в [6] - на базе уравнений 'теории С. А. Амбарцумяна |1|.

6. В случае малых отверстий (а ~ к) обобщенные прикладные 
(двумерные) теории изгиба пластинок, в том числе и применяемая здесь,
могут не давать удовлетворительных результатов, касающихся коэф
фициентов концентрации. 11оэтому графики на фиг. 2, изображающие 
коэффициенты концентрации, в случае жесткого включения не доне-

алены до конца, хотя и при - -՛ О получены конечные пределы- близкие

к единице и зависящие от
Случай изгиба плиты с малым отверстием следовало бы иссле

довать на основе общих уравнений теории упругости.
7. Небезынтересно отметить также, что в случае обратного к 2)

граничного перехода
(Լ

из полученных соотношений переходим

к результатам, как бы соответствующим плоской задаче теории упру
гости. На фиг. 1, 3, 4 этот случай характеризуется отсутствием пе
ререзывающих усилий N, и Л,г . Для свободного отверстия коэффици
енты концентрации становятся при этом равными кх = 3 (цилиндричес
кий изгиб) и к-. = 4 (кручение) («риг. 5), что соответствует коЭффици-
ентам концентрации при растяжении и сдвиге (на бесконечности) 
кости с отверстием (задача Кирша).

8. Во всех приведенных результатах

плос-

ю,
Ն ֊ ՝<> соответствует изотропной пластинке.

Львовский политехнический институт

случай -~ - 2 (1

Постунала 25 II 1969

Н. Լ. ՊԵԼԵԽ

Կ1.11Ր ԱՆՑՔԵՐՈՎ ՌՈԻԼԱՑՎԱԾ ՏՐԱՆՍՎԵՐՍԱԼ-ԻԶՈՏՐՈՊ ՍԱԼԵՐԻ 
ԾՌՄԱՆ ՄԻ ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

Ս. մ փ n փ n ւ մ

11.շիւատոէն րու մ, հիււնվևլով Ս. II.. Համքւաչւձա if յանի ահ աո թ քան ւքրա, 
րհրէիւսմ հն տ րան այ Լ ր սա լ-ի t/п տ րւււղ սաչևրի ծոման մ ամանակ ա՚հւ/րերի մոա 
IIIIIIUJ ու ղող լարումնհ րի իոն <քհն ա ր ուղ ի ա յի in ոա ւքն ա ոի ր ա.ի! րոն ա րղյան ըներր :

Աէււաւյված հն' անվհրջ արան այհ ր и աէ֊ ի ղո ա րո ։ղ ոայի ծոման (ոլորման) 
1՚ւն if ի րն հ ր ի յուծու մնհ րր, հրր ոայն անի աղատ կլոր անքյ_ր, որին ներղողվսէծ 
է րաղտրձակ կոշտ միզուկ;
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В. L. PELEKI!

SOME PROBLEMS OF BENDING OF TRANSVERSAL-ISOTROPI’ 
PLATES WITH CIRCULAR HOLES

S u m m a г у

In this paper some results of the investigation of stress-concen
trations around the holes in transversal-isotropic plates on the basis of 
the generalized Ambartsumyan's theory are given.
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