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Р. А АРУТЮНЯН

КРУЧЕНИЕ КРУГЛОГО ПОЛОГО ВАЛА С ЗУБЦАМИ, 
СОСТАВЛЕННОГО ИЗ РАЗЛИЧНЫХ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ 

СТЕРЖНЕЙ С СЕЧЕНИЯМИ В ВИДЕ КОЛЬЦЕВЫХ СЕКТОРОВ

Задача о кручении призматического стержня, составленного 
из различных материалов, впервые была поставлена и исследована 
Н. И. Мусхелшпвили [1|. Библиография работ, посвященных решений 
этой задачи для стержней конкретного сечения приведена в |1, 2].

В настоящей работе рассматривается задача кручения вала, со* 
ставленного из п секции. Каждая из этих секций состоит из трех 
призматических стержней с сечениями в виде кольцевых секторов 
(фиг. 1). Рассматриваемая задача приводится к совокупности регуляр­
ных бесконечных систем линейных уравнений |2].

Фиг. 1

В силу симметрии задачи относительно 2л радиусов замечаем, 
что функцию напряжений Ц(г, ?) достаточно определить только в 
части области, заключенной между двумя ближайшими радиусами сим­
метрии (фиг. 1).

Функция (У (г, я) в областях I, II, III удовлетворяет уравнению

_ 2. г,и‘. --2Д, </=֊1,2,3) (1)
дг* г дг г-

ф «ЯН
где 6։. 6.2. (7, соответственно модули сдвига в областях I, И, III. 
На контурах этих областей /Л (г, у) (/ — 1, 2. 3) удовлетворяют 
условиям

<р) = О3(гл, 9) ֊ У, (г։, ՛*} <р) — О (2)
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О,1 ди. 1 ди„
С. д ՛^

—-֊ " при 7 
С. д1?

1 оип 1
Сл Сг

— при г 
(!л дг

и. (0, г) 6/2(О, г);

■- . " "> . ' ՛՛: ■'
и3 (о. г) = о

Производя замену

и представляя функцию I (г, >) в виде

и-(г, ?) ֊ (7,1 Ф<0. ?) -֊֊^ <7֊ 1,2, 3)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

О

^г) -֊ ЦЛ?» с-)

получаем, что функции Ф/(Л ?) (/- 1, 2, 3) удовлетворяют уравнению 
Лапласа и условиям

где

6։ 2

Фо։(-/„ г)֊ 2,1

(8)

(9)

Ищем решение этого уравнения в виде

Фхи, •;)
ф (4, ?) Ф.(Сг) Фй֊<-?<0; -

4*3 (6 ?) — -< ? •< 0; 0 < / < Л.

(10)

I. = 1п-^֊» 1п —
г։ г2

(П)

Решив уравнение Лапласа методом разделения переменных, получим
для Ф,(/. с) (/' 1,2, 3) следующие выражения:

ео
Ф, (Л т) “ \ < Л/'аЬ 4'7 4- сЬ с/' /)51п х**?֊ 4- 

ь ֊։

У (зЬ с!1 й°о) 51П ₽*/ (12)А— 
4-1
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Удовлетворяя условиям (11), для определения постоянных Вк' и /)<•' 
получаем совокупность бесконечных систем линейных уравнений

Л7 — У ак,- У.■■ Рк

ос
К 'ЪХ

/> ։

где
/кг-.Р՝к՝ 'У к Г 2

Хи <Ф02(- 1)М

._______ _____  2/?*____________
՛ * V • НЬа, I 1И -г |,'7 .՛ ;)

_________ _____________
■7, (сН| '.</։ - д: , сЛЬ ••//..) (й;. ф

। 4г-:1| 1 1 1Е1 С*'
11 *М/ (Н,^ I

________________2<1А______________ |։
7(^ — 4» (сП։ /ч/։ -г й2 с1Ь I

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

«' = 1, 2,...)

Вводя новые обозначения, (14) можно рассматривать как одну 
бесконечную систему

об
Л УА,Х + Л'г (/ = 1,2,3) (20)

а — I 
где

Х-2к֊],„ Хк, Хц. — ) к- (& = 1, 2,...)

Покажем, что система (20) вполне регулярна
оо ОО 9 уа » 1
У 424-й. ~ V. ----- 77ГЦ—-Г -7Г0—Г '5- =

11։ /4^2 ! §■_> I ։Ь>%р։ \ ,л ‘ ) ’1 т2.1
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«» » 9> °° 1
У А».. -= V 4„= V А =
- Х/։ (с1Ь/и, -4- $. 3с։Ь/*/-) чП «I Р'*֊ | Д =Г|

I ~ /(сШ։*Г, + й.,еЛ^։ (с0,,*/։ 7(1֊?». ,) (-2)

'число 7 выбираем из раненстна

-. 7 в 1 I Ь■ /ад
1 л ։ 1 1 *.э 1

Таким образом, вполне регулярность (20), следовательно и (14), 
доказана. Легко видеть из (18) и (19), что свободные члены системы 
<(20) ограничены сверху и при 7 — стремятся к нулю.

Подставляя значения постоянных интегрирования н (12), полу­
чаем выражения функций Ф/(/, г) (7 1,2,3).

Для определения постоянной £/0 воспользуемся обобщенной тео­
ремой Бредта (2| о циркуляции касательного напряжения при круче­
нии составных призматических стержней:

(24)
Г,

■֊где Го — внутренний контур сечения, площадь, ограниченная кон­
туром Го

С}е ‘ дС,\ Оле՜ * 7 <?Ф։
га 61 гг \ 61

С2е~։ дЦ. _ 6':е՜*՞ /дФ-.
гг 61 г. \ 61

(25)

'Соотношение (24) при помощи (25՛ после некоторых преобразований 
приводится к виду

Подставив значения функций Ф։(/, ?) и Ф2(/, и это соотно­
шение и производя интегрирование, получим для определения постоян­
ной 7/0 следующую формулу:

2/ У г?(?։4֊9:) 2<Фот — У֊^=0 (27)
ъ Л!.

В частном случае, когда

С։ С3. 6'.^=съ
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ос-
П - V ЬкЛ 4- (Л 

р֊1

где

<28>

__________ 27&__________
<ргиь?м.։ 1Ь>*?։)(Л‘ 4 3֊)

(29)

Жесткость при кручении составного призматического стержня 
определяется по формуле

С 2(7, | | 11<12 (30)

где 6',)—значение напряжений на внутреннем контуре; —0- площадь, огра­
ниченная внутренним контуром; 2—область сечения стержня. Подставив
в (30) <₽) — ФД/, с֊)— 1 где21 (/ 1,2. 3՝ и использовав выражения

Ф/(/, т) (*:= 1. 2»3). после интегрирования получим для определения 
жесткости С следующую формулу:

с2 фм Гр \г ֊ ~ г1> ~ (2ф02 <0 С'՜? - П) —

-Л ֊֊; < ~ Ф т- ± (С А ֊ -г

2 —2фо։гг) 4- п(Лг2 I, -----2Ф»«г; )

я И Лх /, 1Ь 1*9։ —
16п6>} * (1 ։- (-1)^1е֊’Яг 

։4, ֊гД*+кг)=

 4пС.г; ~ Х1|1 ■*֊( ֊ 1/'I

*_.| (4 ?*)
(1Ь &?, 4 ։1> 3*?г) +

ь=1 и* (4 — та )
։ЬМ. РИ
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В качестве численных примеров рассмотрим случай, когда число 
зубцов равняется двадцати, а размеры сечения определяются следую­
щими соотношениями:

= $», = гь п = 12
3 2

(32)

Решив бесконечные системы (14), получим для неизвестных сле­
дующие оценки:

- 0.048248 г2 X, < 0.047349 г*

— 0.021953 « Х2 — 0.021589 гл

- 0.019790 гН Хл < 0.019434 г;

0.018320 г:, : А'։ < - 0.017981 И

- 0.016919 г2, < Хл ֊ 0.016561 г2

- 0.052424 г* < У. С 0.051656 г;

0.022657 г2 К < 0.022337 г

- 0.013446 г < Г3 < - 0.013193 г- 

֊ 0.008230 г‘:< - 0.008037 г-

- 0.007405 г| < Ул К - 0.007248 г-

При этом были использованы определенные по формуле (27) зна­
чения постоянной Фк. с избытком и недостатком

0.501848 < < 0.501981 (33)
г.՝

Используя эти оценки и (33), на основании (31) получим следую­
щую оценку для жесткости:

1.794819 <-Ду 1.796523 (34)

В таблице приводятся значения напряжений в некоторых харак­
терных точках с избытком и недостатком:
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Точки сечения (0. 0) (°- -f) (»• ֊fl (»• ֊֊”) (0. ֊?,)

.(2) С недостатком 00 0.228604 0.110056 0.74267 0
Gdz С избытком co: 0.236487 0.123452 0.802421 0
_(2) недостатком co 1.196342 1.155037 0.824775 0.641703
G\0r5 С избытком 1.205001 1.164622 0.832729 0.653832

Автор выражает благодарность К. С. Чобаняну за ценные советы.
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R. A. ARUTIUNIAN

TORSION OF A CIRCULAR HOLLOW SHAFT 
WITH DENTS COMPOSED OF DIFFERENT PRISMATIC BARS 

AND RING SECTOR SHA^E SECTIONS

S u m m a r y

The problems of torsion round hollow shaft with teeth composed of 
different prismatic bars and ring sector shape sections in work, are 
shown in figure (1).
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The problem is solved by tensional function which in each interval, 
according to different materials, are presented by trigonometrical rows. 
Using the limiting conditions of the problem and also the replacement 
on different intervals of the separating lines and the conditions of con­
tinuity for corresponding tensions’ components of the coefficients of 
rows, are obtained from the equations of the two infinite systems taken 
together.

Complete regularity of the convention and the limit of the free 
members are proved.

The rudeness anti the tension of the sections at definite points 
are determined.
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