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Л. /X. ХАЧАТРЯН

К ТЕОРИИ ОСЕСИММЕТРИЧНО НАГРУЖЕННЫХ 
ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ, ИЗГОТОВЛЕННЫХ ИЗ 

РАЗНОМОДУЛЬНОГО МАТЕРИАЛА

Построению теории осесимметричных и неосёсимметричных обо­
лочек, изготовленных из разномодульного материала, посвящены 
работы [1, 2], где принимается условие слабомоментности оболочек, 
т. е. условие, при котором напряжения по толщине оболочки не ме­
няют своего знака. Имеется также одна работа [3], посвященная осе­
симметричной задаче круговой цилиндрической оболочки, изготовлен­
ной из разномодульного материала, где условие слабомоментности не 
принимается.

В настоящей работе на уровне классической теории оболочек, 
базирующейся на гипотезе недсформируемых нормалей, строится тео­
рия осесимметрично нагруженных оболочек вращения, изготовленных 
из разномодульного материала, без ограничения выводов условием 
слабомоментности вдоль меридиана.

1. Рассмотрим симметрично нагруженную оболочку вращения, из­
готовленную из разномодульного материала с упругими характеристи­
ками Е , v (при растяжении в любом направлении) и Е , ՝> (при 
сжатии в любом направлении).

Пусть оболочка отнесена к триортогональной системе координат 
S, гле линии s — const представляют собой параллели, f = const 
меридианы срединной поверхности оболочки, а направлена ио внеш­
ней нормали к срединной поверхности. Введем также угол пред­
ставляющий собой угол между касательной к меридиану и осью вра­
щения оболочки.

В основу предлагаемой теории ставится гипотеза недеформируе- 
мых нормалей.

Ввиду осесимметричности задачи все расчетные величины* не 
зависят от и для геометрических соотношений имеем [4, 5]

ь — _Լ_ Ճ2. է, * cos &
Kt ds' ՜ R.. ՜ г

(1.1)

/4=1, В = г = АЛ cos &, ~ — = — sin О
d&

Здесь использованы общепринятые обозначения, см-, нанр., [5]
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du , w
'1 R/

d / dw___ и_
ds ' ds Rlf

e* = 4 + Izi»

:2 - — (n> cos & — и sin 0), .<> 0
r (i.2>

\ / du՝ ti \ sin rJ) ( ds Ri / r

e. = e,. — 4 7՜ ֊ 0 (1.3)’

А (։. о (1.4)

ds г

Имеем также следующие уравнения равновесия для элемента обо* 
лочки:

d-(rT.) T. Sin6+ ' N гХ
(fs Ri

(1.5).

(гЛЛ) • Af.sin9-r.V = 0 
ds

где

(1.6>

Относительно напряжений здесь приняты следующие предположения: 
а) напряжение -- нренебрегается по сравнению с другими напря­

жениями:
б) напряжение з, по толщине оболочки изменяется по кусочно- 

линейному закону, при этом в точке раздела меняет свой знак:
в) напряжение ;; по толщине оболочки изменяется но линейному 

закону, причем по всей толщине имеет один и тот же знак.
11оследнее предположение равносильно принятию условия елабо- 

момёптности по направлению Однако, ио-видимому, это предполо­
жение нельзя считать ограничивающим, если учесть, что в большин­
стве решенных задач в классической постановке при обычном изотроп­
ном материале условие слабомрментности по направлению > выпол­
няется.
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Таким образом, с учетом принятых выше предположений, в не­
которой части оболочки будем иметь следующие варианты распреде­
ления напряжений по толщине оболочки и соответствующие им законы

<?* Оло-»»
при ■•о .

е. а ֊
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г) 3. < 0 при — — <*<֊--

при

> 0 при

е, — ас..з։ -р а1аз.-

О ] П •* ъ * 1՜ (/ 22 .

е, = а։1з։ Ь а։2з; | 
е; о12а, ( о2Цз. [

при
2

Здесь ч,{— значение *' для каждого варианта, где з։ обращается в 

нуль,

1
а., - —

” Е (1.7)

Детальное изучение этих вариантов приводит к заключению, 
что рассмотренные четыре варианта можно объединить в два введе­
нием коэффициента акоторый будет принимать значения а31 или а 
в зависимости от знака А именно:
I вариант

>• 0 при

< 0 -при

(1.8)

Закон упругости при этом будет

(1.9)

Решая (1.9) относительно напряжений и подставляя значения е* и 
е из (1.3), получим

«18Ч «,1.1ут «12хг

«11«ЛЛ — «17 ' «Н«ЛЛ - «ь

«1.4 | - «114"՜ «1

ЙТ’ ‘ « ;

при

(1.10)
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ИЛИ

«ззЧ— «1'Л ч- . «33х! «гЛ-V
 

"Ь

й 
। 

с 
..."

я 
■»՛

М 
С1

О 
“

* 
А

' а22алл «и

а..:'.. — а1г/.!
при Ъ<7

. _Л_
2

«и«и «г? «!*■-’« 3,1 «12

II вариант

՝»

А А .
0 при ~ •;

0 при 7,2 < 7 <

'С У12

к_
2

(1.11)

Закон упругости при этом будет

е- — ау.-' 

ед = й„: 

е - аиз

<

4

4

при 
«за3-? >

«12=? 1‘ при V 
«ЗЭ3г 1

А
2

<7

С 7 <
А
2

(1.12)

°а.ч£1 я1йга „ «ззх1 ^е՛'4,՛
«н«з։ «?> ‘ «л«эз - «Ь

с, в
«33-1 «12“ 2

4՜՜ 7
«33Х1 Ог,7..

«иОзз «■3 «22«ЭЗ “

«։։г2 “- Й]2=| а2л.. — «12Х1

«;-.«:<з ֊
1

«2>«зз -

«1: -1 «пх? Д1йуп
«а«м «?2 ' «н«зз —«12

Из условия обращения в нуль напряжения з։, независимо от ва­
риантов, получаем

Ъ = Ъ Ъ (1.14)
«ззх1 — «п'-з

Во всех приведенных здесь формулах следует учесть, что

. п 1
при =,>0 «зз = «и —

Л*
1 (1.15)

при з- < 0 аза ֊ и.:2 = ֊—
Г-.

По этим двум вариантам, с помощью формул (1.6), вычисляя 
тангенциальные усилия и моменты и учитывая, что в первом варианте
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~ - ~~~———— —~~ ~  ---------- —   -——’' ՛: • ■ ~тг1 ■

М < 0. а ВО втором варианте Л/. > 0, замечаем, что их можно пред­
ставить в следующей единой форме:

л =•• с„ч С, .. 1֊ (ДГ,л - К, /) + РА„ (“л ։ ’

Г - С,,.:, С-Х Р(А'1..г1 А'.Л) -Г ?6.
<Wi «МЛ

(1.16)
М. = О,,/., • о,.../ + .ц А',,:, — А' -О ֊ !

3 ։«аду-։ —«|2М*

М - [)гЛ D.r.->., 4-(А', .5, + А'...:.(֊ — —EiiEl
3 («x/l — «12Zs)5

где

c: «зз Кз <«п «•»,•) 2«i-J А

~ «iJ а; .) 2

~ .: («и - «2? А
~ (Мл — «(Л (Мн — «У ֊ ’

= ________ л>у՜՜“ ________ __ ,
11 а֊.) 8

«зл («и • «;.♦)_______ ։
П 2(О։1«зз—аУ («..2ал, аг,,)'

а,.,

а.л
֊ л.. (1.17»

«JJ '

«•j «11 .— ----- — sign Л/,Он —- С,*-, ’Л
12

Рассматривая (1.16) и (1.17», замечаем, что оба варианта отли­
чаются Друг от друга только знаком коэффициента ՛՝, причем осталь­
ные коэффициенты (1.17) относительно ан и а имеют симметрич­
ную структуру. Поэтому независимо от вариантов для тангенциаль­
ных усилий и моментов можно принимать выражения (1.16) при зна­
чении скажем,

а... -1- ап

которое соответствует случаю 0 (II вириакт > и коэффициенты 
оп, а., определяются согласно (1.7). В случае же, когда М. 0 (1 ва­
риант), все остается по-прежнему, только в (1.18) коэффициенты а., 
и а22 номеняютсяТместами

Как видно из (1.16), усилия и моменты содержат нелинейные 
члены, которые при обычном изотропном материале исчезают (? — 0).
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Теперь можно приступить к составлению уравнения равновесия. 
Здесь, как и в случае обычной классической теории 13, 4], удобнее 
пользоваться функциями Мейснера (1^, И), через которые изменения 
кривизны и внутренние силы выражаются следующим образом:

Ч
_^1Г 

ds
> f-., — IT 2—, 

Г
1Г = - JL

ds Ex
(1.19)

Г, ֊
sin 0 1 Г Т -dV 

ds

(s)

г

К — 
г

‘ 1

֊ + -Л 
/•

(1.20)

Здесь /•'; Is) 
нагрузки

и F..(s) являются известными функциями от внешней

(s) sin (J \ rE,ds !■ cos '> (^Р\— rE:ds )

• ■
/■ Is) = cos'; \rE(d$- sin 0 / P- \rE-ds

(1.21)

где

Et Zcos6 X sJnO, E.. ZsinO- A'cosS

P' = r„ ( T: cos % — N" sin 0o)
(1.22)

а величины с нуликами представляют собой значения соответствую­
щих величин в сечении s - s;i.

В силу (1.20) (1.22) первые два уравнения (1.5) удовлетворя­
ются тождественно, а третье уравнение принимает вид

(г АЛ) М. sin Q l/cos fJ = /•’> (1.23)
ds

В силу же (1.19) уравнение неразрывности (1.4) принимает вид

. ^^ = 0 (1.24)

ds г г

Из первых двух соотношений (1.16), вычисляя и , находим

Ъ - ~(֊^֊ Г. ! a1։r,)->Q
Л \ Сц /

п

(1.25)

где
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2 I XH 7-i |-
cn(n֊S)

( T*___ |O_
Cfi (1 4- 0)

1 । (у*. ։f J՝*—
Cu ^nzi ։

(1.26)

В принятых обозначениях для изгибающих моментов имеем

Л/.֊- Z)n f7---rDrir/sin/> р Л1-Ч |/ ■si'1'֊ —1
ds *■ г С.Д г г

,г2/' () , алАЛн (7, ^ChQ)1՛• Ai,։/— р---- - —------------за1, (1.27)

М.- = - ;W,4- ֊^֊ Г — -
а.в 12«зэ г

Подставляя теперь (1.25) в (1.24) и (1.27) н (1.23), окончательно 
получим следующую систему двух уравнении относительно И и II7:

. Сг, 1 \ ., h И Л sin 0 *
L. ” в в ) V ~п~

Cjj 7?։л;. / а33 А., аля г

L( С.:: <Ч\ 
Г ՝ Cn ds

__1_\ w֊- - J_ JL + ... . v /
CnR.Rj Dn R,_ С։,А. \ г 

+ !>։ К՝՝ V,Q 4- |> V. I — - !‘С1|(?>1
£>П Зй«„ I (JCnz. к,^

= _.Х
£>П Г 'сС\г)

где операторы у» и £։ имеют вид

d адз • «! sin О

азд г

д d~ sin 0 d C.^sin ri

ds՜ r ds C’n r'՝

(1.281

11.29)

Как видно из (1-28), полученные уравнения являются нелиней­
ными относительно искомых <|>ункций. Нетрудно заметить также, что 
при Гл — 0 нелинейности исчезают и разрешающая система (1.28) 
становится линейной.

Ниже будем рассматривать никоторые частные случаи оболочек.
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2. Круговая коническая оболочка. В случае круговой кониче­
ской оболочки имеем

£։ ~ 9= const (2.1)Л •л
Здесь вместо $ за независимую переменную удобнее принимать г [4].
Тогда учитывая, что

d 

ds
= - sin 'J — 

dr
(2.2)

уравнения (1.28) в рассматриваемом случае можно представить в виде

л (И)- — —
«w sin՜ 0 г

Л = 
fl.uSinO г

£,(1Г) (--521°- — 

sirrO г

■К-"- г

C,,D„ '4. г />„ sin О
(2.3)

._ .л Vr I iZkzЛ21Ж. I
■ sin О I (Knv4 4- Kv./ ।

1 F., A^jsinO / Fy
Z)u $in°6 г Сп \ г

Здесь операторы ?г и Аг имеют вид

Vr = — Оэз q» 1 * 
t/r <!„ Г

1  /С* F. >
/■sin 0 \ Си dr Си г /

.2 у / Г 1 ,2-4>
у ti 1 с< О чп 1

dr՜ г dr С1։ г~

а и 7''2 определяются по формулам 

г Г
Fx —-1 \ rXdr Z3- cos О, F2 —~ \ rZdr Р - sin (> (2.5)

sin^J sin О J
г. 'с

где
/>!-՛= гДЛ сояб i iV°sinCj (2.6)

Приведем также выражение для изгибающего момента «V։

о։։֊7- 
dr

D^՝ К,, /' .. sin G

aJ>uKn (Т.-^СМ

ЗСн |2
(2.1)
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3. Сферическая оболочка. В случае сферической оболочки, имеем

- R.։ - R — const (3.1)

Здесь, аналогично [4]. условимся отсчитывать дугу $ от экватора 
сферы и введем в рассмотрение угол 3, отсчитываемый по меридиану 
от полюса. Тогда будем иметь

s = /e(| ?). (3.2)г R sin >

I (ринимая за независимую переменную угол 3 и учитывая, что

_</_ 1 (l

I (7\ -CM I 
3C?։Dn I {Ku^ KM

(Is R d;'
(3.3)

уравнения (1.28) в рассматриваемом случае можно представить в виде

\ Сц/ 'Ai 'At
(3.4)

Здесь операторы V;, и !-■- имеют вид

б/ й II «1- X ОГ = ., Т֊֊^------- — Ctg?

(3.5)

< Ct* ' с: etg
а Г1 и /’0 определяются но формулам

F, -Л sin? Л’: р Л cos (а ?)

•С

Л ЛЦ|Х։։пр ?)

Zs։n(7 1) | sin 'J (h-

Zcos(>- 3)|sinat/7

(3.6)

где

P; R ( 7'" sin 3t) № cos .%) sin (3.7)
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Для изгибающего момента ЛЛ имеем

М, ֊ Р»з 1ГсМ
R <& R *

Ап
СпЛ 81п р

(Ис^З-Г,)

еАА А՝ А'иОГ 

ЗСТ1 А'п7.: | ^..7..»-
(3.8)

4. Круюная цилиндрическая оболочка. В случае круговой ци­
линдрической оболочки имеем

^1= — =о, г=р=/е, 0=0, х. = о (4.1)

Учитывая также, что

Т"' о = -.- (4.2)
и$- </$

уравнения (1.28) в рассматриваемом случае можно представить в виде

л 
а33/?

(р- _А...

/?Сп аз

В# , V

</? /е/;п
л, КиЛ() «лз^п </ (7՝, !’Сп(2)’

Ии с/я ' зс?,/л, л ■А

Здесь Л и определяются по формулам

/■-, = а(г;՛ (хл), г. а (гл (4.4) 

»о *л

Приведем также выражение для изгибающего момента М.

М, Ои — |,=А„О !‘<1‘-1,1- (/д ' |‘С|1С>)' (4.5)
11 Л ' АС,, 1 " ЗС,, у.)

5. Рассмотрим частный случай предыдущего пункта, когда на 
круговой цилиндрической оболочке не действуют внешнее осевое 
усилие (7՜. 0) и тангенциальная составляющая внешней поверхно­
стней нагрузки (X - 0), и торцевые закрепления оболочки таковы, 
что но всей оболочке внутреннее тангенциальное усилие 7\ не появ­
ляется.

В этом случае будем иметь

7’. = О, Г, - О, Г* - 0
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2 / 2*и К »
Си / С л ՝а։։ «гз/

2КИ dW 
(1 • *)CU ds'

М.

(Г. ֊uCuQF 

*1

1 « ds

dW

(1 г)-։ ds
(5.1)

На основании этих соотношений уравнения (4.3) 
ннмают «ид

_А_ 1Г - о 
ds։ аиЯ

</-1Г I/ /',
I а & /го։, ՝ /?£>„

упрощаются и при-

(5.2)

Уравнения (5.2) линейные с постоянными коэффициентами, и ре­
шение их для конкретных примеров нс представляет особого груда. 
После определения V и 1Г, вычисляя ։։ и , можно найти переме­
щения точек срединной поверхности оболочки и, и՛

к = к+л1Г. ш = — (5.3)
А /։ ds

где т4 (1.14) имеет вид

(։+«)Cu (5.4)

В качестве примера рассмотрим изгиб шарнирно оперто։՝։ по гор­
цам круговой цилиндрической оболочки длины / под действием внеш­
ней поверхностной нагрузки интенсивности

2֊
"S

1
Граничные условия при 

ц = 0,
этом будут
и՛ = 0, М» 0 при s = 0

Г, =0, а? = 0, Л?։ = 0 При 5 — /

С учетом (5.5) для К-. получаем
Г.= ֊’֊^ со։т)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

1 г I*

Решение системы (5.2) с учетом (5.7), согласованное с границ-
пыми услониями (5.6), будет

1Г = A cos —. V Лео։-у С (5.8)

где *

А __________2^<՛__________ , 5 = 
/ /,

А, С (5.9)
^’«ЗЭЛ
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Знак изгибающего момента

/И. =--------- 12------ A sin
1 и a I I

совпадает со знаком .4. Как видно из (5.9), .4 < О, следовательно, и 
М.<0. Поэтому для рассматриваемого примера следует принимать

Перемещения точек срединной поверхности оболочки и, и», удов­
летворяющие граничным условиям (5.6), будут

« А — (■/, а''} / 1 cos — ՝)> w А — sin -s (5.11) 
/\ anAJ z-'/k l) r. I

Для завершения решения задачи остается выяснить вопрос коэффи­
циента ач;։, который связан со знаком напряжения з,. Для этого 
прежде всего следует выяснить, в данном примере .меняет свой 
знак по толщине оболочки или нет, так как приведенная в настоящей 
работе теория была построена в предположении, что ' по толщине 
оболочки не меняет своего знака.

Из (1.10), вычисляя = , находим

/

— 7

р ;)
sin

“S

а\1алл 1

р 1) sin
-s

--a^R /

(5.12)

Отсюда нетрудно установить, что 
лички удовлетворяют неравенству 
по всей толщине оболочки и его
•=:<С0. Поэтому следует здесь положить

если геометрические размеры обо- 
///<՛/- < 0.3, то с не меняет знака 
знак совпадает со знаком А, т. е.

"п֊“՝’ 012=--—=֊֊^ (5.13)
Е ЕЕ

1 огда для коэффициентов Z и Z)n, входящих в расчетные формулы, 
будем иметь

I ana2S I о:՛, а; Л 
7 = ----------—------- I—--------ГЛ-------- Г —

а։1а2!> 4- а:: 2а [, 2

. _ - I (ftxia,-2 ап) (я22 а]2) 14)
а11®22 4՜ - 2с?2

а2... (апа.» 4- й֊2 2а*2) Ел
(«ца-2 — «??)(<»л ар 24
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X A. KHACHATR1AN

ON THE THEORY OF AX1SYMMETRICALLY 
LOADED ROTATORY SHELLS MADE FROM 

DIFFERENT MODUL MATERIAL

S u m m a г у

Accepting the hypothesis tzf nondeformable normals, the theory 
of .ixisyminetrically loaded rotatory shells made from different modul 
material is constructed.

In particular cases, the equations for spherical, conical and cylin- 
drica! shells arc obtained.
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