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ПЛОСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ПРИ НАЛИЧИИ СИЛ СЦЕПЛЕНИЯ

Решение плоской контактной задачи линейной теории ползучести 
без учета сил трения и сцепления дано в работе И. Е. 11рокопонича [2], 
а с учетом сил трения в работе [3]. Решению плоской контактной 
задачи нелинейной теории ползучести посвящены работы (4, 5, 6].

В настоящей работе приводится решение плоской контактной за­
дачи линейной теории ползучести с учетом сил сцепления. В качестве! 
исходной физической теории ползучести принята наследственная тео-| 
рия старения, предложенная Н. X. Арутюняном [1].

В нашей работе показано, что решение плоской контактной за­
дачи теории ползучести с учетом сил сцепления сводится к совмест­
ном) решению связанных между собой двух интегральных уравнений 
с комплекснозначными ядрами. Получено решение этих интегральных 
уравнений. В качестве примера рассмотрена задача о давлении жест­
кого штампа с плоским основанием при наличии сил сцепления на 
луплоскость, обладающую свойством ползучести.

§ 1. Постановка задачи н основные уравнения

Пусть два соприкасающихся между собой тела, которые облада­
ют свойством ползучести, прижимаются один к другому под действие՝1 
внешних сил. равнодействующая которых перпендикулярна к
оси х и проходит через точку соприкосновения этих тел. Примем эту 
точку за начало координат. Предположим, что одно из этих сжимае­
мых тел жестко закреплено и что между этими телами вдоль контак­
та действуют силы сцепления, которые уравновешиваются силой 0(0, 
направленной вдоль оси х. Соотношения, которым должны удовле­
творять перемещения точек области контакта тел, при учете сил 
сцепления, будут

и;(х,0 4-м;(х,0 о

/) 4֊«<(х,/) —Л*(0 ֊ /;(х) -/.Цх) (1.1)1

где ол(И ='-,(/) 4֊ ч(/) сближение этих тел в направлении оси оу, 
/,՛(*) и /з (х) уравнения поверхностей, ограничивающих первое 11՛ 
второе тела.

Согласно наследственной теории старения [ 1 ], соотношения, свя­
зывающие компоненты деформации ползучести и напряжения, в случае 
плоской задачи деформации имеют следующий вид:
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= f1'10- f ь.ы-

где £(/) —модуль упруго-мгновенной деформации, C(t,՜) мера пол­
зучести материала, зависящая от возраста материала и от продолжи­
тельности действия нагрузки, "։ возраст материала, t - - время.

Здесь принято, что коэффициент поперечного расширения при 
деформациях ползучести ՝?*(/, равен коэффициенту поперечного рас- 
ширевия при упруго-мгновенных деформациях ՝/(/) и постоянен во вре­
мени, т. е.

•»* О, ") — 40 — 7 — const (1.3)
Как известно [1]. это равенство при линейной зависимости между 

напряжениями и деформациями приводит к равенству между упруго- 
мгновенными напряжениями, вызванными поверхностными силами и
соответствующими напряжениями, вычисленными с учетом ползучести. 
Экспериментальные и теоретические исследования показывают, что 
принятые допущения (1.3) могут привести при определении напряже­
ний, например, в бетонных конструкциях, к погрешностям, не пре­
вышающим 5''(1, т. е. к погрешностям, допустимым в технических ра­
счетах [2]. Для обычного бетона ՛' = ^ , 0 •<* ֊- .

6 6
Если упруго-мгновенные компоненты перемещения точек плоско­

сти обозначить через «(/) и г(/), а соответствующие компоненты при 
ползучести через ։<*(Л и то из (1.2» следует, что между этими 
компонентами существует зависимость следующего вида:

(1.4)



54 М. М .Манукян

Для решения нашей задачи мы пользуемся для перемещений //(/) 
и о(7) следующими формулами, выраженными через р(х,/) и д(х>1)‘

Л
u(xtt) —  -----֊^-—— 1 sign (5 -x)p(s,0^s +

—a

2(1___ f)
*£(0

1 </(s, i)ds (1.5)

v(x, /) -~(1 ..-jJ. I In ——-p(s. t) ds 4
T.E(() J |x — s|

—«1

+ 4(1 2>) Г
2£(f) .

sign (s — x) (/ (s, /) ds

которые легко можно получить известным способом из решения зада­
чи Фламана. Здесь р(х, () ■ интенсивность распределения контактного 
нормального давления, f/(x, f) ֊ интенсивность касательных напряже­
ний на участке контакта, 2а ширина контакта, причем о<.х а.

Подставляя выражения и(х, !) и г«(х, /) из (1.5) в (1.4), получим
«ДО

(1 2/1 j^֊ sign (s-x)//(s./)(/s-

-ofO
«(-)

1 sign(s x)p*(s,’.)ds

2(1 - Vе) |

о

0֊

_1_ 
£(Д

4- C{t, ՛) d՜ ] -r

ait >

-«<0

1 n -----------
|a- — sj

Q*(s, t) ds

t u(-.}

i In ---- -----  ?*($, ~)ds
J lx-s| U-- 
-U-.)

֊!— 4 Ctt. ֊•) 
£0)

(1.6)

^(x, f) = -----V[ -֊֊- ( In 1 p*(st t)ds -
' I. Л(П J |x-s|

~<»(0

[ f In —1— -■) ds I 4֊ + C<t, -.) d֊. }
J J l-^-sl dz I Д') 1

-I -«(։) 
«л , (1 ’v)(l-2v) j 1 (• . . _ .

I---------- ------- ■ -7Г-- sign(s x)<7*($, I) ds
2 I ^(f) J

-aft)
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«(*•)
|| ( 8»^П ($֊ х>7*($, ■:)(/•>֊ — | ; С(1,х)

՝,
Здесь через р (х, /) и </ (х, О обозначены соответственно интен­

сивности нормальных и горизонтальных сил. действующих на точки 
границы полуплоскости с учетом ползучести.

Пользуясь соотношениями (1.1) и (1.6), для определения р (х, О 
к 1} получим следующие интегральные уравнения:

I 1п 1— -----2֊. 81^0(5 О с/&_
Л - |х « ' 2
-л(П

֊(։Г"г "՛ .'V—

«(0 
-

-«(О

о.(', -) 
2

1п___ 1__
|х $1

(5 ֊ X )/>*($, -)

О’( ()
Р՜ ’($, И 4- -- 81^11(8 - х)<7*($, /)</$

</$</■: О

-—1 , р*(г, -) + ։։8П (։ - х)
|Х - 5] 2

•) </8</т = С*(/) /0(х) (1.7)

где

гЛ(/>- 2 1 - ՝'! .. 2__2_|
£■»(/) Яг(о

гей о 2*») ■ и '2‘֊} 
£։(/) /•

63(/,Т)^2 (1 и-7:’) ֊^-|

^(С') •(1 + ’.)(1֊2^)(у-~-(1+^(1 2^) <7^^- 
дт ()’.

МсЧ= + %<сч= ~ +(1.8)
Е։(т) £.(т)

/о(х) -т /։'(х) + /](л՜)՛ произвольная функция.
Для простоты изложения допустим, что коэффициенты попереч­

ного расширения сжимаемых тел одинаковы, т. е.
^1 = у1=у (1.9)

Тогда (1.7) примет следующий вид:
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«10
i I Jn "7—■—rP*($. 0 + 4՜ si^r”^s — *)<7*(s. 0 I &
J I “ /x — s| 2
-«(o

1

| ( — In ——֊/J*(s,’) 4-֊-signis —x)7*(s,-)
J J “ |x — $1 2
-I -af-}

Л(/, —

где

C*(t) /<,(X)

MO
(1.10)

? = Ь_ _ 2<1~ 7) A7/ -1 ±
i~ 2v ’ 1 ’ " '1 . I

£։(0 ' £2(/)

(l.H)

Если ввести комплекснозначную функцию от вещественной пере­
менной

7*(5,0 ^<5,0 +^(5,6 (1,12)

то (1.10) можно будет представить в следующем виде:
.1(Г)

К*'(х, $)’/*(§. I} с!& —
->»(4

[ £(/, ?)Л'*(х, Д/Л(5, (1.13)

"» -«('I 
где

/^(х. х) = 1—1п -—-—;—Ь ~51дп($ х) (1.14)

Нетрудно видеть, что из (1.13), при отсутствии сил сцепления 
получится уравнение И. Е. Прокоповича [2]. а если предполагать, 
что / — т. е. что сжимающие тела упругие, то после некоторых 
преобразований можно показать, что (1.13) совпадает с уравнением 
Г. Я. Попова {8].
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Интегральное уравнение (1.13) можно представить в более ком­
пактной форме֊ в виде следующих интегральных уравнений:

— (1.15)
^>(0

«(О
( К*(х, 1)с!з■ = >"(х, I) (1-16)

— ар)
Таким образом, решение плоской контактной задачи теории пол­

зучести с учетом сил сцепления, т. е. в сущности, отыскание неиз­
вестной комплекснозначной функции /' (л*, /). сводятся к совместному 
решению связанных между собой двух интегральных уравнений (1.15) 
и (1.16).

£ 2. Решение основных интегральных уравнений (1.15) и (1.16)

Решение уравнения (1.15) можно написать в виде

щ(х.П = /—- I 7 С---1 ^(/.֊кЛ (2.1)
&,.(/) ,) '\,(т)

где резольвента линейного интегрального уравнения с ядром
т).
Соотношение (2.1) можно представить в виде

Чх./)-г[1*(0“/о(*)Н*(0] (2.2)
где

7*(П = - (’ £(/,-)<Л (2.3)
Мо м’ М')

*։

Здесь 'С(/) — неизвестная функция, определяющаяся вообще из 
уравнения равновесия

а.(П
Р{/} - 1^(1)= ( |/>*(х,/) 7<?*(х. 7)|г/х (2.5)

-«(0
Подставляя выражение ՛• (х. {) из (2.2) в (1.16), получим 

«(О
[ ։)/*(։.О* ֊- <‘Ь*(Ь - /0(*)Н‘(Ы (2.6)

«(0

I
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где

Решение этого уравнения будит [7|

к(а4-х/- ’(а

1֊(и Х)*

(о |- и)т՜ '' (а и)п- ~1 Г(и)(1и
~ ՝ ч-X

—«(О

(2.7)

7 =
2֊ >֊ 1

Из (2.8) вытекает, что

С(1) произвольная функция. 12.8)

ск%тг; = Ь■, СОЗ “7 - 8П1 (2.9)

11рризвольная функция С(/) определяется из уравнений 
весия.

равно-

11риравнивая действительные части и коэффициенты мнимой ча­
сти уравнения (2.7), получим выражения д*(х, /) и дй(х, И.

3. Определение функции /7՜ »/)

Если для меры ползучести принять выражения |1]

(3.1)

где А.., /4:|. С։, (Л, - постоянные параметры, определяемые из опы-
ТОВ, 
вить

то выражение неизвестной функции Н*{1) можно будет 
в виде

предста-

"‘"(О-,֊
е՜*'* <л (3.2)

§

Л

1 —

•
1 / •

1 1

1 е '

А

1

где

С0 = с/(С\-С), /1, <ЦА.г Ал), 2(1 - д (3.3)

о — (I- (3.4)

Из формулы (3.2) следует, что функция //'(/) принимает макси­
мальное значение при / "։ и минимальное при ( - -х.

Если предполагать, что модули мгновенной деформации материа­
ла постоянны, т. е.
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£։(/) = fj = const, ^(0 — £• = const (3.5)

то выражение для LF'(l) примет следующий вид |1]:

(3.6)
Jt\L) \ ч ' '

I n- ’i(') с,-|ф, ?.(О 42+с’

*т г-v

г=ч1(1- 6 Cj£j), р՛ -- Z»7։ А.#,, 6 — ----- т
1 — т

Здесь

ф(:,Р։)= f-CLrfz (3.7)

(I
является неполной гамма-функцией.

Таким образом, значение неизвестной функции H*(f] найдено.

§ 4. О давлении жесткого штампа на полуплоскость

В качестве примера рассмотрим задачу о давлении жёсткого 
штампа с прямолинейном основанием на полуплоскость, находящуюся 
в условиях ползучести с учетом сил сцепления.

Пусть жесткий штамп прижимается к полуплоскости силой Р(1). 
Тогда будем иметь

/о(х) = О (4.1)

и интегральное уравнение (1.15) примет вид
I

1՛ ->с^~ (-1.2)
и $»(0

Решение этого интегрального уравнения будет

■ „,(()=/^֊,-С^)А։(л^ (4.3)

б.,(/) .1 0,(՜)

Тогда (1.16) примет следующий вид:
«<<)
(’ .<*(х, «)/*(։,()</« = ֊»(() (4-4)

--7(1)

Решение уравнения (4.4), согласно (2.7). будет иметь вид 

с«)
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Произвольная функция С(/) зависит от вида функции »•։(/), то 
есть функции характеризующей перемещения точек полуплоскости 
под штампом.

Определив произвольную функцию С(/) и отделив н правой части 
(4.5) действительную и мнимую части, мм определим нормальное и 
касательное напряжения под штампом р*(х,/) к д (г,/). Для этого, 
пользуясь соотношениями (1.141, (2.8) и (2.9), перепишем интеграль­
ное уравнение (4.4) в следующем виде:

«</)

‘ ••(») 
где

-------- -  ։Ьпр$1Кп(5-֊ X)
|х — «) 2

[р*(5./) 4-/(/•(«,/)]</$ «••(/) (4.6)

!■ — 1п —- — 1п(3 47» (4.71
2՜ ~ 1 2՜

Из (2.8) и (4.7) следует, что *: 7р. Тогда (4.5) примет вид

/*(«,/) -?*(*./) - /<Г(х.О С(П(а-х) Н։(о х) (4.8)

Для простоты выкладок, в дальнейших рассуждениях предпола­
гаем. что функция С(0. характеризуемая перемещениями точек по­
луплоскости под штампом, складывается из двух слагаемых: С։(/), 
зависящего только от вертикального перемещения, и С2(Л, зависящего 
только от горизонтального перемещения, то есть

С(/) = С։(0 С(0 (4.9)
Принимая во внимание (4.9), в соотношении (4.6) отделим дей­

ствительную и мнимую части. Получим, что

а — х

(4.10)

(4.11)

С другой стороны должны выполняться условия равновесия
•*10 МО

( р*(х./)</х = Р(Л. ( </*(х.7)«/х (ДС)
••«(О • МО

Удовлетворив .чтим условиям равновесия, определим произволь­
ные функции С։(0 и

с,։о с,«» ։1£?<2(о (4.12)
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В частности, когда C-(t) - 0. что соответствует случаю, когда 
»отношения (4.10) и (4.11) принимают более простой вид

р*(х, 0= 1 -Pit) — * cos ( pin а х ) (4.13)
• I а' — .г \ а х '

q*(x,() = Р(()—- sin ( pin ——— - ) (4.14)
« J а’ - X՝ \ а — .V /

Из »тих соотношений видно, что контактные напряжения меняют 
знак бесконечно много раз, когда х приближается к концам штампа 
(х а, х а). Следовательно, имеет место явление, обнаруженное 
н соответствующей задаче классической теории упругости Абрамо­
вым [9].

Легко убедиться в том. что те точки, в которых контактные на­
пряжения начинают менять знак, очень близко расположены к краям 
штампа. Но контактные напряжения, согласно соотношениям (4.13) и 
(4.14). у краев штампа бесконечны. В действительности же на краях 
штампа возникают пластические зоны и происходит перераспределе­
ние контактных давлений.

1Г. Մ. inUJINimՍՈՂՔԻ ՏԵՍՈԻԻ֊ՑԱՆ JU* I* ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ!! ԿԱՊԱԿՏՈԻէ^ԱՆ ՈԻԺԵՐԻ ԱՌԿԱՅՈԻ^ՅԱՄՐԱմփոփում
Աշխ III ւո տնքում քերվում Լ սողքի տեսության Հարթ կոն տտկտա յին իւնղրի 

/ուծումր, հրր հաշվի են տոնվում կառ/ակրութրսԼ ուժերը։ IIրւղես սողքի հիմ­
նական ւոեսութ յուն, րնղոէ նված է՝ Ն. ե>. Հարութ /Ուն քանի առաջացրած, <1ա- 
’էանէք ակ անութ յան ղծային տեսությունը, նյութի ծերացման '< աշվ առու մ ով

Աողրի տեսոլյանթ Հարթ կոնտակտային իւնղրի լուծ ո։մ ր , ա ոան յյ յվւմ ան հ 
կապակցության ում հրի Հաշվաոման, տրված Լ /*. Ե. Պրոկուղովիյի աշխտ- 
տանրում |<?], իսկ շփման ուժերի հաշվառումով 3') աշխատանրումէ

Դիտարկվող կոնտակտային իւնղրի յուծումր քերվում Լ (!.!Տ) հ (I. / />) 

կււմպլերսային կորիղներով ինտեդրաւ Հավասարումների Համատեղ (ուծմսԽ 
ն/ս Այղ հավասարումների սիստեմի յուծումր ներկայացվսւմ / կսմպյերս 
փուիոիւսւկանի 'իոէնկ էքիա էի տեսքով։ Այստեղից ստաէրքսէմ են () ե
|* (հ, /) կոնտակտային ճնշումների արտա <այտոէթյէէւններր>

1)րւղեււ կիրաոոէթյուն, քննարկվում /, հարթ հիմք ունեցող կարծր շաամ֊ 
ււ//' ճեշոսքր, սողքի սյայմ աններում ղւոնվող, կիսահւԱրթության վրա, երր հաշ­
վի հն աոնվո։ւ1 կտւղակցության Ուժերրւ
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THE PLANE CONTACT PROBLEM OF THE THEORY OF CREEP 
WITH COHERENT FORCES

S u in in ary

In the paper the solution of plane contact problem of the theory 
of creep with coherent forces is obtained. The solution of this problem 
is reduced to solve the two integral equations with complex value ker­
nels connected with one another.

The solutions of these equations are obtained. As an example the- 
problem of pressure in the semiplane of a rigid punch with a plane 
foundation is examined.
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