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Л Г ГУРИИ. П. Ф. САБОДАШ

О РЕАКЦИИ ТОНКОЙ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ 
ОГРАНИЧЕННЫХ РАЗМЕРОВ НА ДВИЖУЩУЮСЯ НАГРУЗКУ

В настоящей работе в линейной постановке решается плоская 
двухмерная стационарная задача о колебании тонкой упругой пластин­
ки постоянной толщины и ограниченной в одном измерении. Допу­
скается, что движение пластинки возбуждается фронтом нормального 
к пластинке давления, который перемещается вдоль ее поверхности с 
постоянной скоростью. 11олучеяо точное решение поставленной задачи 
для свободно опертых краев пластинки.

В работе [I] рассматривалась двухмерная задача о распростра­
нении волн в упругой полосе конечной толщины, вызванных источни­
ком нормального давления, который перемещается вдоль одной из 
границ полосы с постоянной скоростью. Получено точное решение в 
виде рядов но падающим и отраженным плоским волнам. Для случая 
безграничной тонкой упругой пластинки, покрывающей акустическое 
сжимаемое полупространство, точное решение построено в работе |2].

Монография [3] содержит решение ряда нестационарных динами­
ческих задач о распространении волн в сжимаемых средах (упругих и 
акустических) при воздействии на их поверхности нормального дав­
ления, фронт которого перемещается с произвольной скоростью.

Предположим, что вдоль поверхности тонкой упругой пластинки 
(см. фиг.) в отрицательном направлении оси х с постоянной скоростью 
г» перемещается фронт нормального давления. Считая пластинку ог­
раниченной в направлении оси у, определить прогибы точек ее по­
верхности с течением времени.

Совместим срединную поверхность пластинки с плоскостью не­
подвижной декартовой прямоугольной системы координат. В этой си­
стеме отсчета прогибы срединной поверхности «» (х\ у', С) удовле­
творяют известному дифференциальному уравнению (пренебрегаете« 
влияние инерции сдвига и углов попорота) [4]

0’иЛ ,д^ I пл ’ п /п
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1) = Е/г
12(1—*’)

(i)

где Z), как обычно, означает цилиндрическую жесткость пластинки, 
Л—се толщина, * коэффициент Пуассона, Е модуль Юнга. :> плот­
ность материала пластинки.

Фронт нормального давления перемещается вдоль поверхности 
пластинки с постоянной скоростью г. Относительно функции нагруз­
ки принимается следующее допущение. В системе координат, связан­
ной с движущимся фронтом, профиль давления нс меняется с тече­
нием времени. Кроме того, предполагается четность функции относи­
тельно переменной у'. Все дальнейшие рассуждения удобно вести я 
подвижной системе координат хОу, которая связана с неподвижными 
ко орд и на та м и с ле д у ющ и ми со о т j ։ о ш е ни ями:

л՜ х 4- vi', у — у', i = /' (2)
Функция внешнего давления /(*,//) обращается в нуль при х 0 для 
произвольного значения у.

В системе координат, связанной с движущимся источником, ма­
тематически задача ставится следующим образом. В области у\<^1 
— - < х<^4~ “ построить решение уравнения четвертого порядка

“ I О u v “ о՛-' ,---- | 2 ------------- — ■ . }- --- - /(х, Г/) 
дх՝ дх^Оу1 ду՝ Ох՝

'/2 ’ при л՜ < ~г (3)

удовлетворяющее граничным условиям свободного опирания на грани­
цах полосы

^2 ,
п’(х, ц) = 0, ----  = 0 при у I, — оо <' х - оо (4) 

и условиям затухания решения на бесконечности. Начальные условия 
в такой постановке отсутствуют, так как считается, что нагрузка 
перемещалась бесконечно долго, то-есть разыскивается установив­
шееся движение тонкой упругой пластинки постоянной толщины.

Решение поставленной задачи будем строить следующим обра­
зом. Вместо функции прогибов ш(х,у) введем п рассмотрение функ­
цию ы(х, т), связанную с ги(х.у) следующей зависимостью:

4 I 

w(x,m)՜ w (х. у) cos 
-7

»(2/и г 1).у
2Г՜ dy, т — 0, 1, 2, 3, • ■ • (5)

Если к уравнению (3) применить интегральное преобразование (5), то 
мы получаем обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого 
порядка
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„ к«(2т + 1)։ - w
dx' 4l: d 16Z‘

/ (x, m cos
r.(2m -j- 1) г/

Tl

Записанное н виде (6) уравнение 
членом отличается от уравнения балки 
песком полупространстве [2].

Общее решение этого уравнения, 
извольные постоянные интегрирования

w(x, т) — С։ехр(/ятх) 4- С2ехр(

dy

пашей задачи

(6)

только вторым
колоски, лежащей на акусти-

выраженное через четыре про-
Cj, С2, Ся, С.} имеет вид

/։тх) C3exp(/%x) 4֊

4- C4exp(-f?mx) 4- ( f&> | ®'nSin |

«mSin[£m (х -О] | dz (7)

где обозначено

р _ 1 I ^(2т-М)г _ ։/— г?(2ж4-1)=
*]/ * F

Первая часть решения (7) описывает свободные колебания пла­
стинки, которые накладываются на возмущенное движение, вызванное
движущимся источником.

Прогибы срединной поверхности пластины неограниченно возра­
стают, если значения ам и 3,„ между собой совпадают. Это требование
приводит к равенству

а2 — **(2м ֊ I)" _0

что дает следующее значение критической скорости движения на­
грузки:

Т.('2т 4- 1)А , /------- £-----
21 Г (8)

Следует заметить, что иКр принимает ряд дискретных значений, 
при которых в упругой пластине наблюдаются резонансные явления. 
Кроме того, иЬр зависит от геометрических характеристик пластины. 
В случае балки-полоски [2] критическая скорость принимает, вообще 
говоря, два значения.

Функция (7), описывающая прогиб срединной поверхности пла­
стинки, должна быть действительной, поэтому произвольные постоян­
ные интегрирования следует подчинить зависимостям
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/֊. _  /. __ и4 - — (9)

где Дт и /Л( — произвольные постоянные. Тогда часть решения (7), 
описывающая свободные колебания, принимает вид

ДтСО5(атх) -Ь В„։СО8(^тх)
Можно построить более общее решение задачи, 

(Ю)

используя прин­
цип наложения, а именно:

и>(х, у) — у и< (л֊, 7п)сО.Я
| - (2т - 1)»/
I 2/ Дтсо5(а„,х) •

֊ Вл,со5(3„,х) 4 3 Й (3? а-’\ (/(=, "0

— ^.-зтЗДх — ;) СОБ

'л»з1по:т(х

-(2т+1)у 
2/ (11)

Следует заметить, что если от решения (11) требовать затуха­
ния при л- — — о.-., то произвольные постоянные Ат и Вт следует по­
ложить равными нулю. Если же интересоваться просто ограниченными 
на бесконечности решениями, то выражения для прогибов срединной 
поверхности можно представить в виде

®1(х, у) у
ш~О

ДтСО8(«в,.г) 4֊ Вп1СОЗ(-/тх) СОЗ
'(2т 4- 1 )у

21
При Х-<Г0

(12>

ы*(х, у) У I А,|СО$(атх) -Г Втсо։(Зжх)

^т8։П/„1 (х ~ (2 т - У}у
21

при х>0 (13)

Заметим, что в соотношениях (12) и (13) постоянные Ат и Вт 
остаются неопределенными. Следовательно, решение поставленной за­
дачи в классе ограниченных решений определяется с точностью до 
Выражения (12), т. е. с точностью до свободных колебания пластинки.

В качестве примера вычислим прогибы пластинки н предположе. 
иии, что внешняя нагрузка за движущимся Фронтом изменяется по
закону

4 Известия АН АрмССР. Механика, № 3

(14)
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где Н(х) означает единичную функцию Хевисайда, — положительная 
постоянная. Внешняя нагрузка, преобразованная по формуле (5), за­
писывается в следующем виде: 9

32/е՜՞ * Н(х) 
- (15) |

Окончательно прогибы пластинки определяются по формулам 
«Ч (х, у) 0 при л- < 0

32/ ’ 1
Zi/j Z (2m 1)3».^ ,2)

zu — 0
ш2 4_а2 («'»sinw — m

?'nCOS7r..,.t) ֊ ֊շ (oiSinpmA- 3MCOs3,rix) 
• r/1

(3;ո — հ) е՜ * “ (2m 4- 1 )y
cos 21 при x >0 (16)

Решение (16) непрерывно при х - 0. Амплитуды последующих 
гармоник убывают. На решение (16) можно наложить свободные коле­
бания.

Аналогичным образом может быть решена задача и при других 
граничных условиях, например, для случая, когда кромки |у|=/ пла­
стины жестко заделаны.

Ордена Ленин;։
Центральный научно-исследовательский 
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I.. Դ. ԴՈՒՐԻՆ ԵՎ «1. 4. 11Ա1Ա1ԴԱՇ

II Աճ Ս՜ ԱՆԱՓ ԱԿ ՉԱՓԵՐ 11ԻՆԵՅՈրԼ 1։ԱՐԱ1| ԱՈ-ԱՉԴԱԿԱՆ ՍԱԼԻ ՀԱ’|Ա9.Դ11ԻՄ0 
ՇԱՐԺՎՈՂ ՐԵՈ-ԻՆ

Ս. մ փ ո փ ււ ւ մ
Աշիաւտան բւււմ դիտարկվում I, մի կողմից սահմանափակ, բարակ, համ* 

տատան Հաշտությամբ, առաձգական ււայի վարքը' նրա մ ակե բնույթ ին ուղ­
ղահայաց, ճնշման ճակատի տղդեցաթ յան տակ, /■/:/՛ վերշինս շարժվում I; հաս- 
տ ա տ ո ւ ն արա դու թյա մբ:

Ստացված Լ նշված դրվածքով խնդրի ճշգրիտ յուծումր շարքերով։

I. G. GURIN, P. F. SABODASH

THE RESPONCE OF A THIN ELASTIC PLATE OF FINITE 
DIMENSIONS TO MOVING LOADS

S u in m a r y

In this paper the disturbances produced by moving loads in an ela­
stic plate of finite dimensions have been considered.

Exact solutions have been obtained for the displacement of middle 
plane points of the plate.
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