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С. М СААКЯН

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ РАВНОВЕСИЯ УПРУГОГО 
ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА

Дается точное решение одной смешанной задачи об упругом рав
новесии прямоугольного параллелепипеда, когда боковые плоскости 
пяралл« лчпипеда жёстко закреплены, а на верхней и нижней плоскос
тях заданы компоненты вектора напряжений.

Для простоты рассматривается случай, когда граничные условия 
симметричны относительно координатных осей х и у ((риг. ;). В силу 
симметрии решение задачи строится для четвертой части параллеле-

Для распространения решения на всю область параллелепипеда 
требуется, чтобы на плоскостях симметрии х 0. у = 0 удовлетво
рялись условия симметрии

л* ֊ 0: и — "л(/ = "л/ = 0

— 0: V — -.9: -=0 (1)

На поверхности параллелепипеда граничные условия имеют вид

х = а: ч — V — «> — 0; у = Ь; и — у — — О

с = 0: — -уг —:.=()

г = с: тх. ",у1 0; Д’г = /(х, у)

где /(х, у) кусочно-непрерывная функция, удовлетворяющая усло
виям

/(•*.«/) /<-*,У)

у)
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а коэффициент А при имеет значение

1 Ъ
.4

Для перемещений и 
ничные значения берутся 
Замена нулевых значений

(v коэффициент Пуассона)
(6’ -модуль сдвига материала) 

напряжений (кроме =;(х,//,с)) нулевые гра՛ 
только для упрощения выкладок и расчетов, 
ненулевыми не влияет на ход решения зада*

чи, поскольку ненулевые граничные функции отражаются \ишъ в сво
бодных членах полученных бесконечных систем линейных алгебраиче
ских уравнений, к исследованию которых сводится решение данной 
задачи 111. I

Рассматриваемая задача при определенных отношениях размеров 
параллелепипеда является задачей об изгибе прямоугольной плиты с 
четырьмя закрепленными кромками (л* ± а; у = 6), когда действу
ющая внешняя нагрузка приложена на плоскости с).

Пользуясь методом Фурье, решение однородных уравнений рав
новесия в форме Ламе представляем в виде трех двойных рядов Фурье 
с неопределенными коэффициентами. Определение этих коэффициентов 
сводится к решению бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений. Доказывается, что полученные бесконечные системы ква- 
зивполне регулярны и имеют ограниченные сверху и стремящиеся х 
нулю свободные члены. Приводится численный пример: результаты 
вычисления представлены эпюрами.

§ 1. Решение однородных уравнений Ламе

1 А
гч 4- —----- — = 0

1 -2*

1___
1 —&

1
y-tp 4-

1—2v Oz

дх

^=0

ищем в виде суммы двойных рядов Фурье
•* ОС- Ш

и У V (.v^os^.ycos'.rjZ f у V г/՛? (։y)sina/A-cos7«z I- 
М— 1 п—-О /—1 л —0

• У (Asina/xcos^y 
/—1 m—U

(1.2)

V= 2^/Jn« (A-)sine,nt/cos7„z )- V V ?/?, (y)cos'??xcos;„2 • 
m ~u /•-։. 11

(2)cos2/xsin/„։y
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а՛ — '!„'1(х)сО5;лп{/5։п',„г -■ г^(>у)со53/л-.я։п-1Пг

'У/,-՛ (г)СО5ЭС/хсоз.л,, г/

где
2и

(2/и-1)
26

—
с

Подставив (1.2| в (!.’), получим систему из 3-х обыкновенных 
нффёренциальиых уравнений второго порядка относительно трех не

известных функций Д';,(х), ?Ц(-г) О’՜ Ь 2, $)• Для рассматри
ваемой задачи решение указанной системы уравнений представляем 
в виде

/('Чх] - сМ х2 т՛)' тл тп тп тп тп
I Шх՝ ЩсЬ^ппл- + с^л„,л (̂т։,.х а 2,3)

?^(у) ~ М^м1иу -+֊ (1.3)
■ :^(!/) - Л^сЬА'/я у Е^к^у&к,* у а = 1, 3)

■ г {- /?ДсЬ*,т х I-

ИК + од*,«
где А^,........... , б՝/’;- постоянные интегрирования, которые связаны

следующими соотношениями:

к А1’՛ к (2 л 1)£>”»-| В' • •;В™֊ О . Шя т» тп* 1 ■ тл 1 «п '»/I 1п тп
| •?. Сй - 7.Ж о, С® 4 = о

| к,„МК 4- к,„(2л + 1 + «,Л/£* + ֊ ЛЙ О

■ тМ’-^К1 0. ~.Л! (1.4)

I ма+м2'-+псй4-«лй+?„^ ֊ о

ИI МУ- к^г՛ + »«й' -I- ֊՛- -0

/Л1,'֊1’. ’,<-£! к։^ о»я Т I ։Л1 ։т <т

а б'(2)_г £П) = 0, 'Л Н'^-к. 0I 1т ՝ т 1т ’ « т 1т 1гч 1т
здесь

7,= .֊^— . к11П= /
/. - р

^тп = 1 Ут - = । ’ "

Пользуясь обычными формулами и выражениями (1.2) для ком
понентов перемещения, получим формулы для напряжений, выраженные 
через функции /"’(х), *՝/,'(//). ?£(*) (/-1.2,3). Удовлетворив гра-
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яичным условиям (2), получим ряд соотношений между коэффициев 
ми интегрирования А£п,.........., (7'^.

Разрешая эти соотношения вместе с (1.4) относительно неизве< 
ных постоянных, для последних получим следующие выражения:

£)(1) — SL ______ mn =. к_______ Zin
мп с ^mkmnchkmna ’ !п с ыкьМь.Ь

0.11
X\^(chkitllc 1) X\.:։;։(c\}kimc 1)

2^tK • Ul>n 2^i ;'?>i shX:/zj|C

C1- ' X= — —
mn

У nit. Ymn
ChZ.'nj;i(l c^n’^ni„ chktnna

C^„„ ch'k^nQ
Щ _ Q f li l^niz/ShZjm/iW

C kttimbn ch*Z^,n>iO

/ПП — a (14- 2՛, ak,n>Ahk,nna)Y.„„
1ПЛ

c iypi к ntn c h к ,n n(i

֊О

w ֊<=- {'Л‘ h-lu
Zb> 

ckki,tb
b Zb, 

ck'fn ch к i„b

xr, j) Ь“ Zh, shZj/u b

cki„ ch^ktn b
b \n zb, shA/zi b 

c-j-tktn ch-kt„b

6 (1 4֊2л—6iUth&/,,6)Z/,, G(1)= VX'"-XQ
c т-t к{„ ch кtnb ' ' 23m£/m

.V/„'(ch^mC 4֊ 1) — Affitch&fmC —1)

2։//f/n։sh&,mc

A^(chW---l) X£>(chUc֊l)
23,11<'z.nShA'/„1c

. Л- <, r.,
"" 1 ^tktm Gf- ~2ЖГ

YU) _ Y<2)Ш) = ? Л1п, Л1т 
lM ^tklm

^(2) _ J,’n £<0 L

’•/ 2^.1 ktnishktmc

-zY’2(l ֊ch^c)( < -֊^=֊֊)|
\. shK/mc / |

: " 90 I + J) (-֊i֊- ՛. 1 ) ֊ 
SnklmC I \ ShA'/mC /
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-ЛЙ(1-сЬЫс)[ -ъ-1 ) 
. БПАГ/тС /

Входящие в (1.5) неизвестные постоянные */”, Ф 

должны быть определены из бесконечных систем линейных уравнений

в, ОГ|7|п ') л«л к{тп Х)п ‘ (]1т"1т 1П1 лшв лсгЛ
п—0,2--■ л---Ь,2---

(/ = 1, 2,•-•; т = 1, 2, ••)

~ а,/пл } п’”
Л-1..Ч •

(/ = 1. 2, /п= 1, 2,--)

Цггт Ут„ V С,т„Х!։, V 4ЦЛЙ 
/-1 Г-1

(п 0,2- ■ •; т - I, 2« • •)

£т" ¥тп — \ с1тпХ1։1 сЬп^՝:',՝,
1--1 /=1

(п — 1, 3 -••; т = 1, 2- • ■ I

Мп 

т — 1 т — I

1]1т

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.Ю)

(н 0/2-/ = 1,2--.)

Л/Ль, ^г/ьплП.,. <ЩПХ&’ 
т— I т —I

(л = 1,Зг---; / 1,2.-)

(1.И)

где введены обозначения

I 2> ьЬкьпС : ЬъпС 
я/?,.. '• М/щС 1

к)т 1 2՛' вЬ/гГгпС к/т*-՜
Я/?т * еЬ^/тС 4- 1

а
с

(3 — 4у)1ЬЛ,п„а —
о ктц 

с\гкпи,и

С

(3 4у)1Ь^/п6 — .,,к,'' .■
Сн К/« и

%•/ к 1п 
(1.12)

1 1֊2^ >'( IV-1 /
с рт («7 + к;пп) \ «7 I к'тп
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Clmn —
С

. 8 1-2՝/
О/ГПп ~-----------------

v

di,imn —
С

4 ос/( - 1)^' "

.-II)
/то 1)

Ä„ = —( i)m+ 
c

-I

(а/2 к;пп)‘

। и 7(7л 4֊ С ) 

/гл(А.-ут 4-

, 7(/4. т;>

4 

с

Свободный член входящий в (1.6) и (1.7), является коэ< 
циентом разложения в ряд Фурье функции /(х, п1.

/U. ;/) f/z^cosa/xcosS,,,.

Исследуем регулярность полученных бесконечных систем. Из 
(1.12) для системы (1.6) получим следующую оценку:

Н Ьп к

в im

«-U.2.

за-,.,.

-(i-2v)cth

•0,2-.

6 'm

film

chAf/mf 1

shZfb„C 4- klmC

chklmC — 1 
_____________ у
Mimc 4 k!mc

л~2Д. •

16 Аг/։

; kL.
^„,-d y)v; j

c

I2v 

ktmC

kln>C 
2sh=-^£ (1.1՛

2
Здесь пх-.о целое число, которое определяется из нсравенс՜

(1 v)72>0
С к 1т

= "*•" 1 1 (1.՜

s,= 2 

i> —L’.'J. • ■

С К * Цт )2.

2
-

Оценим конечную сумму

\(>кы ',кь.~ Ь -
■ь k^y

(1.1

входящую в (1.14).
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Из выражения <1.16) при помощи (1.15) получаем 

8а*,о ^*.о <1 '^п1« 

“ —<л*.о °*л'

Следовательно, для сумм коэффициентов бесконечно;։ системы
11.6) получаем оценку

сМ/«с 1 | 4 | „ <•/
~ 7------ , I > 1 4 (1 " 2')агс1£ | .
Шьс 1е1тс I “ | ( | 1 •/

, л \ .1 к/гпС 12' к(тС | < • *
г(1 ֊ 2у)с1Ь 4- - -------------------- 7— • -ф(*/т.4

2 к/т<- 25|>; Л^£. I

где
д

Гп11й(^/т, 4~
! .'г-1

4֊(1
Расчеты показывают, что 

/(0) - 1,

24 /(4

2 
/(0,5) = ֊֊

27)агс1£

Для производной /(V) имеем

/'(*) = $( * атс1£ । -_1_ _ 1 )<о (0<7<0.5)

Следовательно, функция /(4 монотонно убывает в промежутке 
(О <7 <0.5) и имеет максимальное значение при '֊-О. Таким обра- 
.՝■ м, бесконечная система (1.6) при (0 <7 <0.5) оказывается квази- 
вполне регулярной.

Такая же оценка имеет место для бесконечной системы (1.7).
Для системы (1.8) имеем

^:= 4
С1тп С/тп

I

՛՛» к .‘т

(3 4>)1Ь<'„|Яа —
ок,Г1п

сЬЧ-.,и

■ - (I
/-։

(3֊4^Ь*„„а
сЪ-кт„а

О кт и 
иЬ-Ч-„1Пи

1 - 2>)1й^тяа

X

■ л ( • 37)1Ь^тп О •. /
1 2------------------------ ------------- - ------------< 1 / при V

(3 40)1Н... а °У՝п -
СП Ктп



32 С. М. Саакян

Аналогичные оценки получартся также для бесконечных систем՛ 
(1.9 1.10 1.11). Таким образом, на основе полученных оценок сле
дует. что бесконечные системы (1.6 1.11) квазивполнё регулярны. 
Поэтому формулы (1.5) позволяют определить все неизвестные по-: 
стоянные интегрирования.

§ 2. В качестве примера рассмотрены два частных случая задачи 
об изгибе квадратной плиты со следующими геометрическими пара*' 
метрами:

1. а — Л = Зс = "
2. а =■ Ь — с — ~

Когда плита находится под действием равномерно распределен
ной нормальной изгибающее нагрузки

3.-(-V, у. с) — /», у, с) = -Ч1 (х, у, с) 0

"«(*, У, 0) -= у, 0) - 3. (jC, у, 0) = О

Для рассмотренных случаев при (v 0.25) вычислены значения 
напряжений з, и -г- для различных точек плиты. Па фигурах (2— 5l 
приводятся эпюры этих напряжений для сечения у — 0. Значения на
пряжений з, и для сечений у const0 приводятся в таблицах 
(1 6). В эпюрах и таблицах значения напряжений даются н долях р.

О 5 »0 15 й И ЗИI I -1 I i---- I ! '
Фш 2 Эпюры касательных напряжений 

ti — l> — Зс ֊ “

Фиг. 3. Эпюры нормальных напряжений Сл
<։ *= Л — Зс ~

На основе численных значений напряжений зх и зл.։ приведенных 
в таблицах (1—6), можно сказать, что в остальных сечениях у = сдп8Г>0у 
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соответствующие эпюры вычисленных напряжений существенно не 
отличаются от построенных.

Расчеты показывают, что, когда толщина плиты достаточно ма
ла, закон распределения касательных напряжений ~х: во всех сечениях 
у = const 0 вдоль оси г близок к параболическому, что согласуется 
с результатами классической теории изгиба топких плит.

Рассмотрение первой задачи для гонкой плиты показывает, что 
3֊

при значениях х из области 0<\х<С— и при любых у и z нормаль-
4 

ные напряжения ֊ растягивающие.

Вне этой области закон распределения этих напряжений близок 
к прямолинейному, причем для каждого сечения (х = const, у const) 
существует нулевая точка, выше которой напряжения з.,. растягиваю
щие. ниже сжимающие.

Построенные эпюры и приведенные в таблицах (1—6) численные 
значения для напряжений зд. показывают, что в близких к плоскости 
закрепления сечениях имеется только незначительное отклонение от 
линейного закона распределения, и нулевая точка находится около 
срединной плоскости.

При рассмотрении второй задачи, т. е. когда рассматривается 
изгиб достаточно толстой плиты, выяснилось, что закон распределе
ния касательных напряжений т‘.. во всех сечениях х - const по высо
те плиты имеет сложный колебательный характер, т. е. напряжения не
сколько раз меняют свой знак.
3 Исвествя АН ДрмССР, Механика, № 3



Таблица T

Г - Հ- а - 6 - Зс = ֊
4

0 « « 3 59
4 2 4՜ п 60 “

0 13.041 10.292 2.104 16.336 128.836 155.609 5х
0 0 0 0 0 0 *.«

с 14.171 11.529 2.910 —9.922 38.150 —41.610 9г
•1 0 0.518 1.840 10.538 24.064 21.261

с 13.903 11.740 4.380 3.945 -0.647 • —0.886
2 0 0.731 2.661 14.69-1 24.212 22.438 '.»г

12.773 11.120 5.636 17.654 36.884 39.882 *Jf
ОС 
™ и 0.520 1.8-16 10.539 24.422 21.596 'лХ

lu.027 9.109 5.835 23.150 129.460 156.491 л
С 0 0 0 0 0 0 '1J

Таблица 2

Y = 4- «֊ 6 Зс=~
■շ

'Տվ 0 а
4

и
"2 շ

59
60 ս

а

0 7.751 6.055 2.104 13.709 — 100.59 121.360
0 0 0 0 0 0

с 7.372 6.342 2.910 —8.968 -29.993 32.612 z»
4 0 0.145 1.067 7-700 18.070 15.889 'XX

с 7.556 6.352 1.379 1.768 -0.796 0.886 '.V

2 0 0.192 1.528 10.700 17.953- 16.575

6.836 5.971 5.636 12.480 28.432 30.381 °Л
ОС
4 0 0.141 1.069 7.700 18.426 16.223 *՛.՛

5.748 5.229 5.834 17.094 100.966 122.269с 0 0 0 0 0 0 *хх

Таблица 3

Y - а‘, a b За г.
4

о « « 3 59 п
4 2 4 “ 60 а

0 6.023 4.981 2.337 -7.494 -57.164 -68.642
0 0 0 0 0 0

с 5.230 4.369 2.213 5.094 -17.729 -19.153
4 0 0.299 0.413 3.160 8.627 7.383 ‘XX

с 3.455 2.885 1.894 0.476 — 0.840 0.834 9х
2 0 0.408 0.592 4.376 8.130 7.317 х:

■>_ 1.543 * 1.257 1.498 6.081 16.061 17.511 -.г

4
0 0.298 0.418 3.165 8.977 7.711 ’Л*Д

0.549 0.425 1.273 8.592 57.415 69.582с 0 0 0 0 0 0 ‘хс
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4

Таблица 4

Հհ
0 а а 3 59

4 2 4 а 60 °

0 -0.778 . -1.214 -1.701 -2.507 -4.221 1.241
0 0 0 0 0 0

г —0.300 0.415 —0.517 0.616 -0.554 ֊0.202 •'л
4 0 0.243 0.435 0.652 0.314 0.191 ‘х:

<■ ֊0.728 -0.802 —0.994 -1.228 -1.285 1.221 °,
2 0 ֊0.063 -0.205 0.339 -0.360 -0.362 **։

Зг -1.064 -1.077 -1.248 -1.390 -1.253 ֊1.328
.4

0 0.072 0.169 0.213 0.126 0.108 ■*Z

—0.588 0.242 0.214 1.134 4.737 6.382
0 0 0 0 0 0 ' XT

Г = -< а = b ֊ с = г.

Таблица 5

\ Л
0 а

4 1 3
т<։

19
20՛ " а

0 -0.821 -1.118’ 1.587 2.558 ֊3.676 3.521
0 0 0 0 0 0 'х:

с -0.382 ֊0.454 0.450 U. 666 ֊0.595 -0.272
4 0 0.136 0.260 0.393 0.014 -0.058 ' XZ

с 0.579 —0.649 ֊0.841 — 1.084 ֊1.133 -1.075 ՜՝

2 0 0.041 —0.145 0.254 и 281 0.285 *х:

';3с 
4

-0.769 -0.813 -1.010 1.198 —1.136 1.209 3,
О 0.046 0.091 0.114 0.044 0.030 *’s

'■С -0.41X1 -0.198 0.132 1.036 3.931 5.371 ՜յ

0 0 0 0 0 0

Y — ֊— а а = b = с — ՜

Таблица 6

X 0 * (1
2

3
4

19
20 “ 0

■0 -0.423 -0.613 0.986 1.597 -2.672 2.308 ' ։
0 0 0 0 0 0 Հրր

с -0.292 0.330 ֊0.407 0.564 0.538 ֊0.276 ‘д
4 0 0.029 0.058 0.071 0.022 0.033 'х:

■с •0.218 ֊0.271 -0.439 0.705 -0.813 -0.765 Зх
2 0 —0.009 -0.050 —0.109 ֊0.136 —0.139

'3с
-4

—0.255 0.303 0.488 -0.76b - 0.888 -0.951 =х
.0 0.007 0.018 0.013 0.258 0.034 'хт

-0.370 0.269 0.067 0.609 2.520 3.550 ДГ
0 0 0 0 0 0 *XS
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В случае изгиба толстой плиты найденные значения для нормаль

ных напряжений з_, показывают, что в области 0՛

эти напряжения являются сжимающими. Вне этой области 

вблизи верхней плоскости плиты напряжения о, растягивающие, а в 
остальной части плиты эти напряжения опять становятся сжимаю
щими.

Численные расчеты рассмотренного примера произведены в Ере
ванском вычислительном центре Амбаряном С. и Минасяном Л., кото
рым приношу свою благодарность.

Ереванский политехнический
институт нм. К. .Маркса

Поступила 11 X 1968

Ս. 1Г. ՍԱ2ԱԿՑ(ԷՆ

ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ԱՌԱՋԴԱԿԱՆ ԶՈՒԳԱՀԵՌԱՆԻՍՏԻ ՀԱՎԱՍԱՐԱԿՇՌՈՒԹՅԱՆ ՄԵԿ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆԱ մ փ ո փ ո ։ մ
Հոդվածում արվում է ուդդանկյուն ղու զահհււանիսսւի առաձգական հավա

սարակշռության մեկ խառը խնդրի ճշգրիտ լուծում ը, երբ զուգահեռանիստի 
կողմնային նիստերի վրա տրված են տեղափոխման վեկտորի բաղադրիչները 
իսկ մյուս երկու նիստերի վրա տրված են լարման վեկտորի բաղադրիչները:

Հաշվումների պարզության համար, ընդունվում է խնդրի եզրային պայ
մանները սիմետրիկ X ե 1/ կոորդինատական աոտնցբների նկատմամբ։ Ոյզ 
հանգամանքը հնաըավորութ լուն Լ տալիս, խնդրի լուծ ումր կառուցել զուզա- 
'.եռանիստի բաւէորգ մասի համար (X, 1/ >'Օ).

Խնդրի լուծումը բերվում է գծային հավասարումների անվերջ սիստեմնե
րի հետազոտությանը: ՑՀոպց Լ տրվում, ոբ այդ սիստեմները բվւսզի֊ լի ու{ ին 
սեդուլյսէր են և ունեն վերևից սահմանափակ զրոյի ձգտող ազատ ան
դամներ։

Որպես մ ւսսնտվոր օրինակ, դիտարկված են բա ռա կոա ի սալի ծռման 
խնդրի երկու մասնավոր դեպրերբ1 երբ սալի երկրաչափական չափերն են

1) օ = ձ Յօ = «
2) օ ե — շ ՜

Հաշված և կա ս ուզված են էպյոլրներ ե ~.Հ1ք լարոլմների համար' զուգահե
ռանիստի տարրեր կա րված րն ե րու մ ւ
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S. .4. SAHAKIAN

ON THE PROBLEM OF THE EQUILIBRIUM OF A RECTAN-
GULAR ELASTIC PARALLELEPIPED

S u ։n in ary

The solution of a mixed problem on the elastic equilibrium of a 
rectangular parallelepiped is given, when on the side-faces of the paralle
lepiped the components of displacement are given while on the other 
faces the stress components.

The problem leads to the solution of a regular system of linear 
algebraic equations.
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