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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В АНИЗОТРОПНОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ С ПОДКРЕПЛЕННЫМ КРУГОВЫМ 

ОТВЕРСТИЕМ

В работе '2| изучено распределение напряжений в анизотропной 
полуплоскости с эллиптическим (круговым) отверстием, заполненным 
упругим ядром из другого анизотропного материала. В данной статье 
рассматривается напряженное состояние анизотропной полуплоскости 
с круговым отверстием, подкрепленным кольцом (ядром) из изотроп* 
иого материала. Проведено исследование полей напряжений в орто* 
тропной полуплоскости и в изотропном кольце (ядре) при растяже- 
ния полуплоскости и в случае действия равномерного нормального 
давления на внутреннем контуре кольца.

Аналогичная задача, когда полуплоскость и кольцо были изго­
товлены из различных изотропных материалов, решена И. Г. Арама? 
новичем [1].

§ 1. Рассмотрим анизотропную полуплоскость с круговым отвер­
стием Д, центр которого находится на расстоянии Л от прямолиней­
ной границы Ь (фиг. I). Пусть в отверстие без предварительного на­
тяжения вклеено или впаяно упругое кольцо из изотропного материа­
ла. Радиус отверстия /? — 1; внутренний радиус кольца равен р. Внеш­
ние усилия приложены к полуплоскости на бесконечности и на вну­
треннем контуре кольца. Объемные силы отсутствуют.

Фкг. I.

Определение напряженно-деформированного состояния полупло­
скости и ядра приводится к нахождению функций комплексных пере­
менных Ф,(г/) (у 1, 2). <р(г) и /(д), удовлетворяющих следующим 
граничным условиям на контуре спая [3, 4]:
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(1 4֊/н)Ф1(г։) + (14- zS)<j\ô?) + (I г>г)Ф2(^) 4֊ (1 + /'Л2)Ф^) ֊ 

________________ ÔF" . dF*
= ?(г).-г(г -1֊ /(г) (/х 1 h с (1Л)

1>1 -г Ч։)Ф։(2։» н (/>1 + '<7։)ФД*1) (р-j Г “ZûH’sta) 4՜ <р2 4- =

1 _____ ______
Ô7 [7г(г) (г 2)?',(2) 7(2)1 11 '1' ՛ i ("л "4г —

— и0 — ivQ ivl0

н на внутреннем контуре кольца

9(г) 4-(2 —х)?'(г) +/.(?) = // (1.2)
где

• С* I ՛•’*
Р: апК 4՜ «к — Ч.՝ = «181V+ — — а.м

L.. 3-v Е оZ = ------ и ----------- U = а - рй }Ц — ■' f z'>
14-v’ 2(14-') ’■

Здесь 
а»՜;.-, р коэффициенты деформации и комплексные параметры, завися­
щие от свойств материала полуплоскости;
А. ' модуль Юнга и коэффициент Пуассона для материала изотроп­
ного ядра;

/ '{х,у), и , V функция напряжений, характеризующая напря­
женное состояние сплошной полуплоскости, и смещения, возникшие 
н ней под действием внешних усилий;

// — функция, зависящая от загружепия внутреннего контура 
кольца;

«о» «о> ш» «о» > ,:|1 ~ »»жесткие“ смещения полуплоскости и ядра;
с произвольная постоянная.
Функции обобщенных комплексных переменных ‘'‘/(г/) определе­

ны и голоморфны в областях S., получаемых из заданной полуплоско­
сти с круговым отверстием аффинными преобразованиями. Эти функ­
ции имеют вид (2]

11.3):

Ф.(։.) = X' | ■ kt 4- + ֊ -/2֊։—

Здесь ak, bk произвольные комплексные коэффициенты, а -/(2/) 
...(г,)--переменные, связанные с z, следующими зависимостями:

г; — /1 = R., ( ..
'1
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^ ’։ + -?1-) 

к=к: (^+^֊) 
где

/1 = -^֊^-, Пг = ±1=51, п։ = А_^, /, = ±^;|

•*։ I1: ' »։1 - И։ ‘ !Ь ֊ ’Л “ 14

Функции г(г) и /(г), характеризую1цнс напряженное состояние кольца, 
представим ток:

-гО) = V
*-1

Ск** — Л)4 -4-

(1.4)
и - Л)*

Функции |м,(2?; разложим в ряды ио полиномам Фабера для 
эллипсов А>։, получаемых из Д аффинными преобразованиями

‘ = V дИ'Л(-ъ). г;о,)Г* 5 (1-5)
,-0

Принимая но внимание (1.3)—(1.5), из граничных условий (1.1) и 
(1.2) методом рядов получим бесконечную систему линейных алгебраи­
ческих уравнений для определения постоянных а;, Ь к, сь, (Ь.

(1֊ />։)ах.^ (1 -/н:)6а-1(1 &)ск֊(к • 2)(1 у'к^}ск -

- (1 ֊ ;.г‘)Л ֊ У :[/Л,Л'А /Л;ЛЙ] а, + + /А.,Л(Д')а,+
р-2

+ П։։1։гЯ']6,4 [п,։,,^1, + л։։нЗЙ|6.) =</» + ?*₽«

0 г֊, 101 2Ц-,-:‘-;(1-?։)Ги М1-

— :-Чс1 + п(<- 2)?а ’(!-?’)<*-։ ’»(* -₽’)?»-։ +

■ у <|/,4-л!21«, • [^ил21' «■ /л./ек



_____ Распрсл'.н'ни ниприженнй в анизотропной полуплоскости 21

I | к - Ь 2
(Р1 г —(/>2-| 1д.^Ьк — (1 /Л-Л)с1 -+ 9~ (1 -г-ул֊1՝՜ ։)са —

+ ^7 (1+ £ {[4*,,4»' + /»МЙ «, Р.бзИУг +
р-1

“ -|а„ 4 |.т/1։£?)д 4՜ п.7 ։ ]6Р -|- [л,/,.,/?,,*/ пЛ։р?рА]6,,} = \а

х'Л

(р։ к1х)ак 4֊ (р2 щ..)Ьк ֊֊ [* 4֊ ?** - Мк - '2}кул •( 1 —
«“Г

1 ЧЙ ук — ’'к+ ^•(1 - '(1-?։)«֊л-^֊(4 2)-;« '(1

□* . **
֊ЛА ։ + 2 ШЛ^-1՛ /А:АЙ<^ ■ ■ 1^А'^]и„ ֊

/>-1
֊1 |/^р!ь։ 1 п22.,В$] Ьр — |лЛ3Д'.А — пЛ^Врк]!),,', ч

-£-(к .

где
'1 = •'*=!, У, = 7.. О {к 3, |>2)

Ь, (р, %)л1/. (р, 1д,)т‘'1

2 = />у 4֊ «//, л, гд,, у = 1,2
Коэффициенты $,ч- получаются из /,ч, если в последних заменить 4 и 
д, на 1 и и,, постоянные «а, /<. ;ч, ՛><■ зависят от способа загруже- 
ния полуплоскости, а а;д., '',1к ֊ от способа загружения внутреннего 
контура кольца.

После определения коэффициентов сд, 6а, c^, сВ неизвестные по­
стоянные с к, с! к находятся из следующих соотношений:

с а =/За ку'^ск (к 2)рх 2 с к г֊ У‘кйк

(I к к'чь • '^к(к 2)/д 2~ ?2Х[1 4 к- 4-

4 '^(к — 2)А]<’Д. > к?‘кСк к(к 2)<-1'' 2ск;—

4уа(А 2)Уч--Ъ куЧк-Ык 2)^к Чк : 
При ;՛ 0 из (1.6) получим систему для полуплоскости с ядром.

После нахождения коэффициентов из системы (1.6) и соотноше­
нии (1.7) искомые функции (1.3) и (1.4) становятся известными, что 
позволяет определить напряжения в полуплоскости и в ядре.

Если полуплоскость изготовлена из ортотропного материала и 
главные направления упругости совпадают с направлениями осей ко­
ординат. то аи = а.л — 0. Если, кроме того, комплексные параметры
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являются чисто мнимыми, т. е. =/р, -- /о, то все приведенные
формулы несколько упрощаются. В этом случае все коэффициенты, 
стоящие перед неизвестными в системе (1.6), становятся веществен­
ными.

§ 2. Пусть ортотропная полуплоскость с изотропным круговым 
кольцом растягивается усилиями р, приложенными к ней на бесконеч­
ности параллельно прямолинейной границе, а внутренний контур коль­
ца не загружен. В этом случае

— Рл 7* = Од- = О (А >- 2), ֊ 3/д- == 0 (2.1)

В случае, если внешние усилия в виде равномерного давления 9 
приложены к внутреннему контуру кольца, а полуплоскость не загру­
жена, эти коэффициенты получаются такими:

= — рд, 0 (Е>2)
*А = Г\'к — 7* = ч- ■=■ ?/* — 0 (2.2)

Для этих двух способов загружения проводилось подробное ис­
следование полой напряжений, возникающих в полуплоскости и в коль­
це. I1ри этом полуплоскость считалась изготовленной из трехслойной 
авиационной фанеры, для которой }3]

А'3 = 1.2՛ 105/сг/слг; £, = 0.6- 105кг/слг

֊/1 0.071; ■/.. 0.036; «4 = 4.11/; р.. — 0.343/

Для материала же ядра принималось

•/. 2; £*== 2-10влг/слг
В полученном решении граничные условия на прямолинейной гра­

нице С удовлетворяются точно, а на поверхности контакта Л֊ и на 
внутреннем контуре кольца—приближенно. О точности выполнения 
граничных условий на Ц (граничные условия на внутреннем контуре 
кольца выполняются гораздо точнее) можно судить на основании ре­
зультатов, приводимых в табл. 1. В этой таблице даны значения

Таблица 7

• Точки

л \

А в С

=,(<=!) 'го(՝л) =/=!>

2 0-1336 1 2350 0 0023 0.1534
0.1336 1.2350 0.0023 П.1534

1.1 0.0303 1.1998 0.0178 0.1336« ‘ 0.030'2 1.1995 0.0182 0.1338

1.05 0.0116 1.1976 0.0199 0.1337
0.0122 1.1968 0.0202

''

0.1339
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напряжений =. , и (последние под первыми в скобках), воз­
никающих на поверхности контакта в некоторых точках полуплоскости 
и ядра. В таблице не приведены значения напряжений 'г<, и ՝!,. в кон- 
иах вертикального диаметра. В этих точках они равны нулю.

Численные расчеты показывают, что при подкреплении отверстия 
влияние прямолинейной границы на величину напряжений в полупло­
скости около спая и в кольце незначительно; при сближении контура 
спая с прямолинейной границей напряжения в полуплоскости около 
кольца и и самом кольце изменяются медленно; большая концентрация 
напряжений возникает н кольце и особенно вблизи его внутреннего 
контура. При сужении ширины кольца -1) концентрация этих на­
пряжений резко возрастает. При этом наблюдается рост напряжений 
я в полуплоскости.
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S. A KALOEROV

DISTRIBUTION OF STRESSES IN THE ANISOTROPIC 
SEMI-PLANE WITH A STRENGTHENED CIRCULAR HOLE

Sum m a r y

The strain state in an anisotropic semi-plane with a circular hole 
strengthened by an isotropic ring is considered.

The problem is reduced to I he. solution of an infinite system of 
algebraic equations.
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A detail analysis of the stress distribution in the orthotropic se­
mi-plane and in the isotropic ring is given, when the semi-plane is ex­
tended and the ring is found under the action of pressure uniformly dis­
tributed along its contour.
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