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НЕКОТОРЫЕ ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ КОНТАКТНЫЕ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА И УПРУГОГО СЛОЯ С 
ВЕРТИКАЛЬНЫМ ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ

В работе исследуется осесимметричная деформация упругого полу
пространства с вертикальным цилиндрическим отверстием, когда на 
верхней части поверхности отверстия отсутствуют радиальное пере
мещение и касательное напряжение, а на нижней части отсутствуют 
как касательное, так и нормальное напряжения. На плоской поверх
ности полупространства действует осесимметричная нагрузка*.

Решение этой задачи сводится к интегральному уравнению «Фред
гольма второго рода.

В частном случае, когда на всей поверхности отверстия отсутст
вуют нормальное и касательное напряжения (§2)> полученное инте
гральное уравнение «Фредгольма упрощается. Для этого случая, как и 
н работе [1], исследован вопрос о разрешимости интегрального урав
нения и показано, что его решение может быть построено методом 
последовательных приближений. В другом частном случае, когда на 
всей поверхности отверстия отсутствуют радиальное перемещение и 
касательное напряжение (§3), решение задачи получается в замкну
том виде. В § I приводится решение для соответствующей задачи в 
случае упругого слоя, также в замкнутом виде.

Отметим, что задаче определения поля напряжений вблизи вер
тикальной цилиндрической выработки в однородном упругом простран
стве, находящемся под действием собственного веса или осесимме
тричной нагрузки, посвящены работы С. Г. Лсхницкого [2], Г. С. Ша
пиро [3], М. Матчинского |4|.

Вопрос о концентрации напряжений около цилиндрического от
верстия и полубесконечпом теле, вызванной плоским нолем напряже
ний, параллельным граничной плоскости, рассматривался в работе 
Юнгдала и Стернберга |5|.

Взаимодействие жесткой втулки с поверхностью бесконечной ци
линдрической шахты в упругом пространстве при отсутствии силы тре
ния исследовалось в работе В. М. Александрова и А. В. Белоконя [6].

Несколько задач для полупространства с круглым цилиндриче
ским отверстием при смешанных граничных условиях на плоской по
верхности рассматривалось в работах [7 9]. Смешанная задача для

’ Работа доложена нэ XII Международном конгрессе 8 Станфорде (США) а 
-августе месяце 1968 г.
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пространства с круглым цилиндрическим отверстием была решена в 
работе [10].

§ 1. Осесимметричная деформация упругого полупространства с 
вертикальным цилиндрическим отверстием при смешанных 

граничных условиях на поверхности отверстия

Для решения задачи направляем ось г по оси цилиндрического 
отверстия (фиг. 1).

Фиг I.

Бигармоническую функцию А. Лява ищем в виде

•X

Ф(г, г) I л | А I/•) т е -Ц^0(/г)<2/ •

(1.1) 

(а <1 г ос)

о

где XV,, (/.г) определяется соотношением

1ГЛ/.Г) /Д/Г) Г, о«)֊ ГД/.г)/։(/.а) (1.2)

/« (х) и К,(х) функции Бесселя от действительного аргумента со
ответственно первого и второго рода [11], К... (х) функция Бесселя 
от мнимого аргумента второго рода.

Заметим, что

9
1Г/(;п) = 0 и Г0(/а) =------- —

-а/
(1.3)

(1.4)

Граничные условия для этой задачи имеют вид

^(г.о) /,(Н1 („<г<зо)
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-г.-(а, г) о (0<г<оо)

мг(а, г) О 

с, (а, г) ֊ О

(0<г<Л)

(Л < г -< -:)

(1.4)

Следовательно, полупространство деформируется под действием 
осесимметричной нагрузки, приложенной на плоской границе полупро
странства с отверстием, при отсутствии радиальных перемещений на 
верхней части поверхности отверстия, нормальных напряжений на ниж
ней части поверхности отверстия и касательных напряжений на всей 
поверхности отверстия.

Вычисляя с помощью выражения (1.1) по обычным формулам пе
ремещение Иг и напряжения, будем иметь

иг(г,։) = _1-\,.»е 1Г,(лг)</л-

֊ ՝֊' л о

[Р I с(3) К\ (Зг) - (3) К. (М] 81П М*

ДО
<1

(1.5)

-г(г, г)= /?е֊'-'И(М • (1 - 2^) £(/.) 4- >гВ (>•)] 1Г0 (/.г) <//-|-

4֊ ЙЧ[2 (2 ֊ 4£>(0) ֊ С(3)| х;(М ֊ лчнзг кл (М) *тМ (1.6) 

о

г) /V 4(1 +2,)В(/.)- А (л) - лг5(л)]

+ ‘ \ л’е—■ [Л М ֊ В (л) + >гВ (>.)] М/, (>.г) <Л. + 

и

н- 0(2^ !)£>.?)-С(В)]л;(^) • С(3) *х(М

! О (3) 3 г Л'։ (£ г) [. 51 п / (1.7)

XV г|Л (/.)֊ 2^(/)4>^(/)]1Г։(лг)сЛ4-
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+ рЯ{[2(1 ,)О(,3) C(3)]Æ',(3r)-Z>(?)?rK0(?r))coS?«/? (1.8) 

О
Пользуясь теперь преобразованиями Вебера-Орра [И, 15]

?(г) = ?(') 1Г/('г)<й
<- Û

?(>)[/։ (<։>)+ УГ(а') )֊ | г? (г) IF, (/.г) dr (/ 0,1) (1.9)

<х

где IF,՝(/r) определяется соотношением (1.2), и удовлетворив усло
виям (1.4), находим

С(?)А\(М Z)(Ê)(2(1 v)^(M ЗаК։1(М] (1.10)

Л(л) -2v?։(')֊Hl 2*')?2(>)-(1-2*)?(') (1.11)

5(^=ç։(K)֊?c (>.)+<?(>.) (1.12)

где введены обозначения

’■ •*,-ЯЭТ*>*- г/1.-иР|г'<‘',л '|')''' |>1։|
<1

а функция >(/) зависит от неизвестного коэффициента £>($) и опре
деляется соотношением

4________ pW)ff(fc)#
11/?(«>•)+П‘(«') | J ДлЧ-.' )

(1.14)

Для определения функции /2(3) получаем следующие парные ин
тегральные уравнения с тригонометрическим ядром:

i ~~t). sin M3 = 0 (0 < z < h)

J г
<1

(1.15)
oe

/)* (S) sin ^zd') -- у (z) 1՜ /(«) (/» <C ֊ <C °-' 1
V 0

Здесь введены следующие обозначения:

iW(3)/C։(3o) - (1.16)
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р 9 *
$(*) = | 0*(?)«2(?а)з1пМ* + ֊ (2-֊/г) ?(>•)</> (1.17)

о о

1(1 М?։(>)֊(2----- *)Т>(М]<й (1.18)
'« и о

2(0 -1 - г 11 - I - (1.19)
ЛГ, (/) | /

Решение парных уравнения (1.15) можно представить в виде |16|

о* (О \{.( .) ^ (1-20)

"Л /Л (*“*•)

Подстанип в это соотношение значения (1.17) и (1.18), приведем урав
нение (1.20) относительно й" (з) к виду

■*
/>*(*) - рН»К(«. Р)</£ + /■(") (1.21)

о
где

г(о= — \>л (/») л С = 
г- Л Л — г)

|КI = ^֊: р’А [ [?! (>■) - 2ь ։>)1 р/о (<«) А» (Л) «й ֊
О А

■ ->|?։(0֊?,(0][«7в(/а)^0>.)л| (1.22)

^(о,?)-2’ |у2(?а) р/,(М)Л«₽)Л + 
Л

0 I,

Здесь были использованы значения интегралов
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^тг~։к֊ы՝ »■’»I г

Ниже будут рассмотрены два предельных случая для интеграль
ного уравнения (1.21).

§ 2. Осесимметричная деформация упругого полупространства с 
вертикальным цилиндрическим отверстием при отсутствии 

напряжений на поверхности отверстия

В частном случае предыдущем задачи, когда Л - 0, то есть 
когда на поверхности отверстия отсутствуют нормальное и касатель
ное напряжения, в интегральном уравнении (1.21) функция /'(’) и 
ядро АГ(«, р) принимают вид

г(’) = -.|’7^т1<’‘-‘’>?.(ч-։4(»| (2.П

о

К(>, $) = -32-^՜ С֊ „ - с/'—---------- (2.2)

.4 ./г (»>•) ч- Г (п, )!('■• ՛
о

Эти выражения получаются из (1.22) и (1.23) путем предельного пе
рехода Л —* О с использованием значений интегралов

'*,((>•) Л W Л = ~֊^
J / --г агG

(2-3)

рлО (»>0, ?>0) (2.4)

п

Значение последнего интеграла легко можно получить из второго 
экспоненциального интеграла Вебера |12, 17]. а именно

( e-'’-’х/р («*) J„ (Зх) dx - ֊֊ exp ( ~^Г՜) 4 (^7 ՛ (2'5)

■о

Re (/:>)> — 1, |argf|<-^. я>0, 3>0
4

предельным переводом при р 0 и / —0.
Докажем, что в рассматриваемом случае, т. е. когда h — 0, ։՛, 

следовательно, в интегральном уравнении (1.21) функция А’(я) опре
деляется выражением (2.1), а ядро К (у, 3) — выражением (2.2), peine- 
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вне интегрального уравнения (1.21) может быть построено методом 
последовательных приближений.

Пользуясь оценкой [12, 13] при л^>0

1
[/?(*) + Г|-(хЛ ^2 (2.6)

из (2.2) получим

_______________________________________
и?(а>) г И* («/)](>« 4-Н։(Х* + *=)3

о

16 з3 Г )<0. С ^</&
,։ (о֊։-г/։)։ ] (х’ч-рг 
и о

Следовательно,

(2.7)

Легко видеть, что при ограниченных и интегрируемых функциях 
/։(г) и /2(г) известная функция /^(а) (2.1)’также ограничена, и, сле
довательно, решение интегрального уравнения (1.21) может быть 
построено методом последовательных приближений [14].

§ 3. Осесимметричная деформация упругого полупространства с 
вертикальным цилиндрическим отверстием при отсутствии на 

поверхности отверстия радиального перемещения и 
касательного напряжения

В другом частном случае, когда Л-»ос, то есть когда на по
верхности отверстия отсутствуют радиальное перемещение и касатель
ное напряжение, интегральное уравнение (1.21) задачи отпадает, так 
как согласно формулам (1.22) и (1.23) /■(•») и /Г(«, ?) тождественно 
раины нулю. Таким образом, для этой частной задачи получаем зам
кнутое решение. В самом деле, на основании формул (1.21), (1.16) и 
(1.10) имеем

£>•($ />(?) Сф) - 0 (3.1)
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и, следовательно, ангармоническая функция А. Аяна согласно (1.1) 
примет вид

Ф(г, г) = 1₽о(МЛ. (3.2)

о 

где неизвестные функции А ('•) и 5(1) определяются формулами

А (А) = 2-^։ (».) Ч- (1 ֊ 2у) (л) 3
#('0 ?։(О — ?։('•) 

причем ?։(л) и ?2(а) имеют значения (1.13).
Напряжения к перемещения для этой задачи при помощи функции 
(3.2) могут быть вычислены по обычным формулам.

§ 4. Осесимметричная деформ:ацня упругого слоя с 
вертикальным цилиндрическим отверстием

! 1усть упругий слой конечной толщины с вертикальным цилин՛ 
Дрическим отверстием жестко сцеплен с жестким основанием (фиг. 2).

Фиг. 2.

Полагаем, что на поверхности отверстия отсутствуют радиальное пе՛ 
ремещение и касательное напряжение.

Граничные условия этой задачи имеют пил

^(г, 0)=/1(г)|
-.-(г, 0) /2(г)|

{а < г < )

г) = 'гг (а, г) =0 (4.2)

и, (г, />) = и: (г, Л) — 0 (о < г-\ с») (4.3)

Эта задача решается аналогичным образом, для нее получается зами
кнутое решение.

Бигармбничёскую функцию А. Аява берем здесь в виде

/ г В (л) с|| < г ■

о

4֊ С(л) лгзЬ/г Ч £> (/) лг сЬ лг] г) <1г (4.
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Удовлетворив граничным условиям (4.1)—(4.3), получим

А (/.) = ֊ -֊-у (?1 (л) [2> (3-44 сЬ։ ХА + <>֊Л)г + 2(1- 24։] +

+ ?։ ('•)(! -2’)[(3- 4*) $Ь лА сЮ-А + 1А}} (4.5)

5(>)= ~ ?։(>•)[(!- 24 (ХЛ)= + (1-24(3-44сЬ=).А] + 
А (л)

4- 9։ {') 2* 1(3 — 4՝>) эЬ /А сЬ /Л — 'А|} (4.6)

С (X) ֊ ֊4֊ {* (X)[/.Л - (3 - 4 7) ХА сЬ / А] +

4- <?.. (л) [(3 ֊ 4>) сЬ2/Л (1 ֊ 2у)]) (4.7)

Р(>) = ֊ {?։(')|(3 4^)с1г)А (1-20]

(') [(3 — 47) ХА сЬ / А 4֊ ' А]) (4.8)

Здесь введено обозначение

Л (л) = (1-2у)2 -Н'А)2 Ь(3-4у)сМ/.Л (4.9)

Решение другой задачи об определении напряженного состояния 
в упругом слое с вертикальным цилиндрическим отверстием, лежащем 
на жестком основании без сцепления, при условии (4.1) и (4.2) мо
жет быть построено аналогичным образом.

Напряжения и перемещения для полупространства и упругого 
слоя с вертикальным цилиндрическим отверстием с рассмотренными 
выше граничными условиями могут быть определены по обычным фор
мулам с помощью бигармони ческой функции А. Ляна (1.1), (3.2) или 
(4.4).

В заключение отметим, что решения всех этих задач можно ис
пользовать при определении нормального давления на крепление сте
нок вертикальных цилиндрических выработок.

Институт математики н механики
АН Армянской ССР Поступила 20 XI 1968

Ն. Ь. ՃԱՐ(11՚ք»-ՑՈԻՆ5ԱՆ, Р. Լ. ԱհՐՕձԱՄՅԱՆ

Ոհ'1.ՂՍՀԱՅԱ8 ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԱՆ8ՔԵՐ ՈԻՆԵՑՈՂ ‘»ԻՍԱՏԱՐԱԾՈՆԹՅԱՆ 
ԵՎ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՇԵՐՏԻ 2ԱՄԱՐ ՄԻ ՔԱՆԻ ԱՌԱՆ8ՔԱՍԻՄԵՏՐԻԿ 

ԵՈՆՏԱՈՏԱՅԻՆ 1ւ»ՆԴԻՐՆԵՐ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ 

Ա,շխսւ4էէ4րէւ րրո մ դխսարկվու մ 
թքան Աէակ էէք ղւրււհսւլւււ(1 ւքլանաէին

են ա/1 ա^1քքվ>աւվււյ հ ւրւ րիկ թեո^է 
անչւվւելւ ււ&եէ{ւպ ա/։ա^<յւսկսւն

""77Л.7/,Х-- 
կի ши 1//ա~
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րած m fdլան ե շերտ/’ դեֆորմաւքիալի վերարերրււ • կոն տաէրո աւի'հ խնդիրներ, 
երր սւնւյՀէի մч/կերե <ւ< քի}ի վրա արված են իւաոքչ եղրո/լին պա լմաններ;

^ղավե/ով 'Լերերի ինտեգրալ ձև ափ ո իւո ւ թ / ո ւննե րի ц, աոաջին խնդրի 
լ/էւծումր րերվում է lut անկէ чЛш\ա փ ական կորիղով Ծղուլղ* ինտեղրալ ՚<ա֊ 
վարարումների; 4<ր> հավասարումների լածումր բերված է երկրորղ ոեոի 
ւերեղհոլմի մեկ ինտեղրալ հավասարման;

Մասնավոր դեպրոէմ, մի կոնաակատյին խնդրի համար, երր դլանա֊ 
լին անդյփ ա;քրողշ մակերես։ լթի վր,ս րԱէէլակալու <1 են շաոավիղա քին տհ- 
դսւփոխոէ թլոլնր ե շոշափող րււրւււմր, սաարյված Լ փակ լուծում;

Փակ լա.ծա.մ Լ՛ արվում նաև. աոէաձ դ ական շերաի чп ։!՝ ա ։դ ա ա шп ի։ ան 
ւ) աոնտկի խնդրի համ ար է

N. КН. ARUTYUNYAN. В Լ ABRAMYAN

SOME AXISYMMETRIC CONTACT PROBLEMS FOR A 
HALF-SPACE AND AN ELASTIC LAYER WITH A 

VERTICAL CYLINDRICAL CAVITY

S u m n։ ary

In the paper the contact problems on deformation of an elastic 
semispace and a layer with a vertical cylindrical cavity under the effect 
of an axisymmetrical loading under mixed boundary value conditions on 
I he cavity surface are considered.

Making use of the integral transformations of Weber, the solution 
of the first problem is reduced to the „dual“ integral equations with 
a trigonometric kernel. The solution of these equations is reduced to 
one integral equation of Fredholm of the second kind.

In a particular case, for the contact problem, when all the surface 
of the cylindrical cavity is free from radial displacement and tangential 
stress, the solution is obtained in a closed form.

There is given a closed solution of a corresponding particular 
problem for an elastic layer.
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