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А. Г БАРДО ЕВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ ВБЛИЗИ ОСОБОЙ ЛИНИИ 
ДЛЯ УДАРНОЙ ВОЛНЫ

Пусть имеется акустическая ударная волна, которая, распро
страняясь в неоднородной среде, характеризуемой начальной скоро
стью звука а1։(х,у,г), является в начальный момент / = О вогнутой 
00 Отношению к направлению своего распространения. В некоторый 
момент времени, распространяясь вдоль лучей, волна достигнет оги
бающей лучей, или каустической поверхности, на которой фронт 
полны, будучи перпендикулярен лучам, имеет точку возврата, а ин
тенсивность его обращается в бесконечность.

Уравнение для давления и скоростей имеет вид |1]

д"Р , д-Р . о-Р 1 д-Р , ч
дх1 ду- Ог~ во (И՝

При решении линейной задачи вблизи каустики удобно ввести 
Преобразование Фурье для Р

и — I Ре՛ (2)

Прячем обратное преобразование запишется в виде [1]

Р = Ее ( — ие~' (3)

Еде «•*^>0 некоторая постоянная в одностороннем преобразовании 
Фурье.

Подставляя (2) в (1), можно получить, с учетом нулевых началь
ных условий, уравнение для и

(Ри
Ох֊ ду՛ 02՜ По

ил։; «ведя показатель «о (0) преломления п ֊-------где а0 (О) — скорость
«о

...... с .. е>мука в начальной точке луча, а также волновое число к =
о0(0)

можно переписать уравнение в виде |1]

Ан - к: п° и = 0 (4)
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Решение уравнения (4) вблизи огибающей лучей получено обобщи 
лучевого метода Ю. Л. Газаряном [1], причем решение записывает 
через функцию Эйри.

Позднее решение вблизи каустики более простым способом п 
лучсно Ю. А. Кравцовым [2] и Блёйштейном, Левисом и Д. Люд« 
гом [3].

В их решении, однако, помимо функции Эйри, фигурирует с; 
гаемое с ее производной. Можно показать, что указанное слагаем 
можно не писать и все рассмотрения [3| останутся прежними, толь 
амплитуды падающей и отраженной волн будут равны.

То, что эти амплитуды равны на каустике, для частного слу
отмечено в [2], причем К). А. Кравцов для случая плоской ВОЛНЫ II

неоднородной среде принимает, что они равны всюду.
Здесь, учитывая результаты Ю. Л. Газаряна [1], проводится по

следовательное применение метода [3] без дополнительного слагаемой 
содержащего производную функции Эйри. Подобно решению геом( 
тричёской оптики, имеющему вид и е'й, решение (4) можно искат 
։։ виде [3]

и е'^Ф( клу)о (5|

где выражение с Ф', имеющееся в правой части для и [3], опущено, 
О (л-, у, г), у(х,у,г) должны быть определены, Ф (/) удовлетворяет 
уравнению Эйри

ф" (,) = /<!>(/) (3

Вычисление показывает, что

Ап = — (уй)’- "Ф— (V?)՜ '' А'Ф “Г

2** Ч'(Г(К?) к ф'

-г ек ,дк ' (пО Ф' 4- /Аге**՜6 (АО) аФ ■•֊ 

֊֊֊ ,21ке՝к՝> (г$7&) ф • ° (А#) Ф
где заменено Ф ' согласно (6).

Приравнивая в (4) слагаемые с наибольшими степенями к, М0Ж1 
найти

(Г0)։’-г (Г*)2 ? — п2 = 0 )

2Г0Г?= О

2?огг+^в=о (8,
2?р^ +$Ар О

Умножая вторые уравнения в (7) и (8) на I у , складывая с первыми, 
можно получить уравнения

(76 ± 1'У П')‘ = «2 (Ч
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2(?9 ±1 ? г?Н.?4-г)՜ ? О (Ю)
или, вводя эйконал, 

2 .:։.?Л==0±_?-' (11)

(?с-)2 = /г (12)

2?г V«“ А- •֊-? ‘^?)'Я = 0 (13)

Уравнение (12) есть обычное уравнение эйконала для лучей, а (13) 
^Отличается от уравнения геометрической оптики третьим слагаемым и 

’.спой части, что приводит к конечности решения £ на каустике 
И (31.

Здесь —— обозначает время прихода падаюшего и соответст- 
а(0)

*енно отраженного от каустики луча в данную точку 73, фиг. 1; смысл 
будет выяснен далее.

.. ' у.
Решение для больших ку, т. с. вдали от каустики, соответс- 

Ьукнпее приближению геометрической оптики, получается примене
нием к Ф в (5) метода стационарной (разы. Функцию Эйри можно за- 

г.'Писать в пиле |3]

1 
՛։•(/) = ут-1 е <1\ (14)

•• <1

рСтапионарные точки будут : - । — I.
Выражение в экспоненте приближенно запишется в окрестности

Заменяя в нервом и втором интегралах ;е ‘ ® х соответствен

но и записывая получающиеся интегралы по х в виде । е ՝ Ж* I ~



56 Л Г. Баглеев

что возможно, так как первоначальные интегралы можно брать ։

контурам- расположенным под углом ± — к оси : в стационар® 
4

точках, .можно найти асимптотическое выражение

֊• 1 ֊’. 1 ■*4
Ф (/) = (—/) *—-е е ֊г (֊О '֊с е

Лл •—

и окончательно с учетом (5) и (11)

причем
к֊л II

Рн-ом = —՝е Ь '^1 (16),

дает амплитуду падающей и отраженной волны вдали от каустики, 
д зависит от характера падающей полны и для плоской волны ш 
стоянка, ? эйконалы падающей и отраженной волн (3].

Очевидно, что по (11)

։ = ’ !' = И(? 1171
Для получения выражений > и 0 через физические координаты, сл< 
дуя |3), можно на каустической поверхности ввести криволинейна 
ортогональные координаты s2, где - const соответствует повер! 
постному лучу. т. е. линии, касающейся луча (12), s2 = const— ура՛ 
некие поверхностных волн.

Если ввести в пространстве ортогональные координаты 

(«։. м3) « ( /}, -3)
где I, есть расстояние от точки P(x,y,z) до каустики, измерение 
вдоль нормали к ней, и ввести для радиус-вектора точки

х = У («2» ъ) + 'f^ (% ъ).
(ZSg П

где у ($,. тд) -- радиус-вектор проекции М точки Р на каустику, /»- 
единичный вектор касательной к лучу, Л՛՛ единичный вектор нормал: 
к каустике, можно записать уравнение эйконала в виде

1м/№\։ 1 Z^V 1 ZdsV -Л Л-)+ж;)
где |3]

л? (°֊ у = }v= ֊֊ i
\di\ /

118)
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[причем </$□ связано с длиной дуги поверхностного луча </>;2 по формуле 
|Л.; - а эйконал 5 связан с поверхностным эйконалом ь\. фор
мулой

(20)

г/.г |(>, -0) 0. Подстановка (20) в (18) дает

1(~г՜) ---- 1 л\м- + Т? (7՜! ~ тг(у ’ ~2п п 121 •
(!'• ...Л, „Д,,,

где и правой части (18) оставлены малые первого порядка по ՛,. Если 
то же сделать для правой части, легко видеть, что в основном по
рядке

, 2 ?
3

гдс
«’ = 2 ( п՝К ֊ + лА’?п ) (22)

Поскольку /V— — ~ есть проекция вектооа главной кривизны Н Л. г
луча на нормаль к каустике, а по формулам для производных трех-

л ' ; 1 »>Гранника при ՛, О, Г՜ г 1где А*-֊ радиус кривизны поверх- 
и$2 1

костного луча, можно найти

. 2
| я " (23)

1 1 1
•г'и' ’п՜ = “ “ есть разность проекции главной кривизны луча на

В&А л. Л,
нормаль к каустике и главной нормальной кривизны каустики в на
правления поверхностного луча. Тогда из (20) можно найти в выб- 
рлнйрм порядке

2 . 2 2
5 ։* ТI Л '1՜ (24)

д по (17)

(25)
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где за $о можно взять время прихода фронта волны па основание н( 
мали из точки Р на каустику, поскольку по (24) при \ 0, $ =1
и $2 есть значение $ = 5. или ® на каустике.

Если подставить (25) в (5) и учесть (16), можно найти для | 
шения вблизи каустики

у > I 1 “Т I '4 ~ О Й \Г2|йф( <' |/у « ’.'• )

что совпадает с формулой, полученной в |11, если перейти к об< 
чениям этой работы, т. е.

О ТЧ / ~ \\ ’ г ,причем / гемм = - —» — — ( —) 'г • * ~ Ч, 3 = Л значение л։ —
I уи т \ Р ' «։

(27) равно частоте, деленной на скорость звука на каустике, в 

время, как в (26) !■: - -----—< к — —> поэтому ' ' — №.
и„(0) п ' а}

Если ввести систему декартовых ортогональных координат, на
правив ось Ох по касательной к поверхностному лучу, ось Оу/ — ио нор| 
мали к каустике, ось Ог перпендикулярно обоим, причем начало I) 
находятся на данном луче в точке соприкосновения волны с наусти;

кой. можно заметить, что н точке Р х ֊ а։ — •£֊- — /а։. !) и, прнпн
ао(О)

мая приближенно участок каустики за плоский, можно отождествим 
расстояния по нормали от Р до каустики > [1 или (3) с (—//). Ес.м] 
перейти к оригиналам, по (3) можно найти [! I

Р Л™ Р_ . (/.), Л>1 С"

Р 2Ре^Р .(<), 1</<1г. |

р я։.,«1 ‘зр Р) + р..,.. ~ о ,։- о. < 1 <»• »1 -г; «1

Зх /_Л_у 
2(-֊//) 1 ' 2 /

Более строгое- рассмотрение проведено В. М. Бабичем |1].
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Нетрудно показать, что R нелинейной задаче, характеризующейся 
мздой начальной амплитудой волны 7, порядки величин вблизи ка- 

|Г?Х “ -։
усгнки ։՛., V,, ~ 7. х ~ 7 . У ~ 76 •

Для получения решения в нелинейной задаче в случае произволь
ного наклона лучей к каустической поверхности можно ввести ось 
Ох 1н) по направлению поверхностных лучей на каустике, ось Оу но 
Нормали к ней и ось Ог (։») —перпендикулярно Ох, Оу; и, V — КрИВО-

ЛИвейные координаты на каустике, </и 
77 «0, причем точка 0 есть

Точка касания луча с каустикой. В неподвижной системе (АГ, У, /) ко
ординаты 0 будут (А’, К„, 7„}. Реперы осей .г, у, г относительно 
X, 7, У’ обозначены ер е3, е3.

Тогда

X - X,, х сое (X, х) у соз (А', у) г с-05 (А*, г)

я подобные же соотношения выполняются для ? К,,, 7. 7. , причем
косинусы осей обладают свойствами симметрии и ортонормированности. 
Если и системе уравнений газодинамики перейти от А՜, У, 7., / к 
х, у, I с учетом

Ох оу дх л дхду..
д! о/ ՝ д! ՝ 01 у.у.х^՜ д( х, у,. 01 дх

ди.. до,. „ дих.
ОХ -со։(х’ Х> дх -«<>»<»» “*<* Х}7)г 

и подобных равенств для остальных параметрон, можно, комбинируя 
уравнения движения, отбрасывая слагаемые, стоящие вне произнод-

О{ (Н Ох дх ՝• Ох Оу Ог 7

пых и оставляя малые порядка ։ ՝; ‘ и 1, получить

<'1' .
(О

. дхдо, до, 1 дР
Н֊ ----- — " Гл ---- =

О( дх дх р ох

до,, 
о!

дх доч , дг>ч 1 др֊]— ------4՜ О х —— —
О! Ох дх Р Оу

00- дх (IV: ду- 1 дР
4----------- г г'л-----  - ---------—

(X с'Ч дх дх р Ог

ОР Ох о!> дР „(до, до., до-\ к
- — ?<г - • ) = 0

Из первого уравнения, если оставить в нем малые порядка , , сле-
дует Р роа(1г։г. Теперь второе и третье уравнения в порядке

дои ох>х Ои- до у т дх „0(1) дают - . ' — —• Для— из приведенных уравнении
дх Оу дх д^ 01

можно найти
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dx dX^du Y uXQdv v
cos lx, X)------- 5 - - cos (x, A ) —

dt du dt dv dt

dY^oa f dYouv . v.—cos(x, r) cos (x, Y) —
du dt dv at

dZn du dZ^ dv . 7coslx, z) — - - cos(x, z)
du dt dv dt

d cos(x»
dt 1

+ (Л- X„I '-'c',s X}- + ( Г ֊ у») ,/соч|л'’ ?) + (Z 4J
dt at

Если использовать формулы для производной репера ег с
4

тами cos (х. Л'). cos (х, >'), cos (х, Zj в приближении •;

КООРД1

1
°- A’,

1
где —-----нормальная кривизна каустики в направлении поверхнос 

луча, и записать скалярное произведение

(г (Л- XV)D%‘ COSO/. X)

- (Г - Го) О -'л eos (у, У) - (Z + Z,) D 4֊ cos (у, Z) 
dt dt

учесть, что X՝' — cos (А. х), — cos (Л, //) и т. п., можно найтЯ
(/и dv

dx
dt

du du h /) и dt--------dt J

Подставляя эти соотношения в систему и исключая dP dP
» *... —

дх dy
• нахо-;

дим

dv4 _ dvr 
dx dy

dv. ։ 
dx dz

֊' '■ {‘2a'yai 2> • ՝2/)и:у) -
dx

dvu dv- dv* n 
dy ' dz dt

<29

причем учтено, что а:: —: <г^ (х, у) — 2 (у. 1) «орл , а,-, (х, у) — «։ 4֊ а г/,
а' дается уравнением политропы. Из (28) следует, что движение бу
дет установившимся и не зависящим от г. Тогда из (30) следует от
бросить слагаемые, содержащие и- и t, и система примет вид
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<1ич дг>, до» , о 1 о 0 \ ,дуу Л ,ОЛЧ
. — (2а.уО1 2 а у 2 и.а։ • О{— 0 (30)

Ох Оу С/х \ R, / Оу

Если ось. Ох направлена по движению волны, в (28) следует заменить

X на — х, а

шется

г/г՛., 
Ь - ду’

в (30) г»д. на г»»-, причем - ^ = 
/?г

дог / а, , \ ।I и ~ X V )4- ------- - — о,
дх\ R / 2 Оу

— • Тогда (30) запи- 
ах

֊1 = Л-2- (31) 
R R, R»

R. >О, /?։<0

Прине денное уравнение имеет место, если, при наблюдении из 
области за каустикой, движение ударной волны происходит по часо
вой стрелке, при направлении от осей л к у по часовой стрелке, я 
наоборот: уравнение (30) имеет место при условии, что ударная полна 
движется протин часовой стрелки, при направлении от х к у по ча
совой стрелке.

(7с՛ <70
Решение нелинейной системы (31) заменой 

дх ду
<?’։• ... а RV», = - . иУ1 - ---- » ч ? ֊7֊ ху • су приводится к уравнению

дх Оу «։

։
V*» ֊ — ■+ 

Ох-
/?
2 0у~

которое пр со бр а з о на н и е м

(32)

О

: :сь ։ постоянная порядка ; .
Решение (32) можно, сопоставляя с линейным, записать в виде 

(28), где заменено х на V,,у на и.,,.
Явление нерегулярного отражения, возникающее в данной задаче, 

можно рассчитать численно.
Пусть решение на падающей волне по геометрической акустике 

имеет вид [1]

Р։ к,„ А А —у) ‘

Тогда согласно (28) позади падающей ударной волны АГ V, -

(33).

Р"I
?еа1
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р = 2Д( у) ! г(±. 1. г)
\ 6 6 /

причем впереди АГ имеют место вдвое меньшие значения :■ и .
Вблизи отраженной волны ВЛ решение дается (34), причем м 

литическое продолжение к линии ; = 1 имеет вид

<=’(;) = И՛--* --- 1.0=֊ ֊ 1п 1 -В Л( 1 ֊-, 1, I
\ б 6 7 2г ' 6 б

(.36)

Аналитическое выражение позади и впереди 
женной волне ВГ ч 1 и Р бесконечно. Для

ВГ одинаково. На огра* 
устранения особенное

при ; 1 для конечных у/ можно использовать метод [4] замены в ли 
нейпом решении характеристической переменной ее уточненным не.
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значением. Если в (34), (35), взятых вблизи В Г, заменить
, . . R
Еж: через — » причем

(-уГ
1֊; =--------Цг. -------- (37)

(-</>= (-у)’

ТО' вблизи В!' уточненное решение запишется в виде

Если р уравнении характеристики, соответствующей волне ВЬ\

. 2 2(1х
<<У

перейти к переменной х — (1 2:) ( /у)՜ заменить V, по

138), взятой вблизи ВГ, и отбросить малые более высокого порядка, 
то можно найти уравнение

֊ !Г- ֊ В ֊ 1) (֊ У) ֊ ’ (~ ">՜ : Г ( 4 4’ 1 ’ 5‘)
Л/ 2 2 \ 6 б /

(39)
1^/1 5 . \ 1 . „ 31пЗ-Ь41п2

I \ 6 6 ’ V 2- 2-

В уравнении (39) введены безразмерные переменные путем замены
х л_

2 ‘ 2 '

V.

“11 ՝

V՛/— - на х, у, 
а,7'''

V,, иу соответственно, причем

-—г-----Тогда
Г-Ж

(39) запишется в виде

</С ֊!)(-//)•
Г :

1п 11 — с41 4- 31п 3 4 1п 2

условии

*;( -уУ

временную л։ ( у)‘
(՝1 = ^5) получим

2^
(40)

после интегрирования при начальном

I

( й)

Е֊ л? ч! < 1 - । / 6 31п3+41п2\ ►—1п|1 - :4|-*֊6( - V) ( —------------—------- } (41)

ИЛК
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1 5=1 ֊֊^֊2АА-у\ Чп,1 -?4| Д(- у) 1
(42) 

а՜
АХ = 3-—,В. 12 Д։ —2/4։ (31п 3 41п2) 

& •*

3 R. АЕсли взять за х, у прежние переменные, то А1 = л >•
2՜ 2 М,

Если подставить (42) в уравнение ударной волны в прежних 
ременных 

или приближенно

где и.»-, и* даются (38) (причем положено ;.։ - за ударной волной и 
;2 перед ударной волной соответственно) можно найти

1 ^-='-А֊у) 1-Л= М .уГ‘2А
(44։

2>..։ —2 = 1п —
1к2

Условие непрерывности 1 : на ВГ запишется в виде

>...+ 1п =0. /...>2, ^>0 (45)
>.а• |а

Формулы (38), (44), (45) дают решение на ударной волне ВГ (фиг. 2).
Условие сохранения касательной составляющей к ВГ запишется

<1х
щ ֊ <’) — = 0 (46)

где ֊֊ дается (43). Если учесть, что вблизи ВГ
<1у

~(1֊г,)1п|1 г,՛ 2</&)

и оставить малые порядка ; 1пу, можно получить
(1 ^1п 1-=,|-(1-у|п)1 -53| (;։--։)1п 1 =,!

= 2Л։(—//) ‘ (/.г ра) 1п •( •-= 24։ ( у) '1п —1п-[,
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Для экспериментальной проверки результатов желательно рас
смотреть обтекание тонкого плоского тела постоянным потоком 17^>ао 
газа, имеющего переменную скорость звука «<։/)- причем а(у/։) — И. 
Тогда у у^ будет каустикой, и в ее окресности решение дается (34), 

_> 7*‘<
гл.- /(л)-контур тела, 4. роа;/ '71 '* у Тг-----1 ’

и1 а (у՝), #1՜ расстояние от тела до каустики. Применение метода 
ЛаПтхидла к определению отраженной волны дает неправильный ре
зультат и вдвое меньшее Д, что, вероятно, связано с приближен
ностью уравнения (31).

; Следует отметить, что формула для —— работы |5] является не- 
<7'о

чяои. В самом деле, если в (51) [5] положить

/, р — / ։(7)= Ф, $ - $Д ։/) - г!, ( //)•!• - $„( у) Ф’

п оставить в разложении по Ф малые нулевого порядка, можно найти 
вблизи точки соединения фронтов волн

2а’(.«/) ’VI$։ ( у) — а
« (У) П2

Условие (59) в нулевом порядке запишется .֊>՝. (г/) -------—•
1-£-

5 Известия АН ЛрмССР, Механики, № 1
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Подставляя в предыдущее уравнение и интегрируя, можно 

для Л формулу (56) [5]. Таким образом, в точке соединения ‘ =1^ 
*0

Полагая V, = .4՜ - V,
),Л-

а

подставляя в (51) [5] и оставляя малые порядка Ф, можно получить 

— 2а֊ ( у) &\(у) - 2 <г (у) р0 2 х- ( у) -г

а-֊ур4з[ (у) 5,. (.у) 
11-2 а* {у} Ф

с’г„ _
Ф Ф

Му) 
а (у) % Л

Подставляя сюда решение [5] ‘
а

и>.
ФА

I - — У\\/л 1
2/1 |

1 — Г, /•’ 1

1։о «4 ( //1)

о

можно найти окончательно 1 --1-2—2/., что нс
ФЛ“

говоря, удовлетворено. Таким образом, условия 
точке соединения воли [5| удовлетворены лишь 
по Ф, однако выбором функции С.: (С.\) можно 
достаточной точностью на всей ударной волне.

Иистнту: математики н механики
АН Армянской ССР

может быть,

на 
в
их

и. '1. 1Ч1.'РП11։>(.

2______

1 -
1/3

во

пород

А ։/ 14*11 ։и '1"1’

ударной волне I
нулевом
удовлетворить е

Поступил.֊-. п XII 19в|

ХЫИПН» (11416111’111! Ь9.иль ‘МП’ 11(18 Л.(Ч.1Ш11..։;|’Ъ 1Ц14Ч» 4111'11.1»

/•/плшр^/о,1) (, ‘чпС'!ч/бш /(1'11 "'//л/?/1 нр/I р ч։/'и 46/> бчш. 14141)11/ Ош- 
^'"Ч')1'՝,։ с"46111/(1*11 4 •

А?/ ,Ч,и(,Ш1) 1нпр11р[1 !рирцЬрр 11 1/Ч1.ри 11*11 р^р'^шб 14111/14)։ 41(1116 *Ч111(1И111Ч/Ч1\^-.
ЬА/»Д/. прнЬд рнбшЛр 41/1^11(111-^ 46111/(1'11 /111.61)''Лип 1р1пц(1р
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A. G. BAGDOEV

PRESSURE EVALUATION NEAR A SINGULAR LINE 
FOR A SHOCK WAVE

S u in m a г у

The problem of determination of the weak shock wave near the 
caustic of the linear rays is considered. The linear solution is infinite 
there, and a nonlinear improvement is required. The comparison of the 

Hutions performed by various authors is made. The orders of the 
Sturhed quantities and the value of the disturbed region are made.

The nonlinear equations in this order are reduced with new va- 
nbles to the Tricomi equation and the solution is found in the form 

Jul Legendre’s special functions. In the region far from caustic this so
lution transfers into a linear solution.

The determination of the re verbi ration wave where the linear 
solution has a logarithmic singularity is made.
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