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Р. Е МКРТЧЯН

ЗАДАЧИ БОЛЬШИХ УПРУГИХ ДЕФОРМАЦИЙ ДЛЯ 
РАСТЯЖЕНИЯ. РАЗДУВАНИЯ И СДВИГА ВРАЩАЮЩИХСЯ 

СОСТАВНЫХ ТРУБ

В работах [1, 2| с помощью функции энергии деформации общего 
вида решается задача больших упругих деформаций для растяжения, 
раздувания и сдвига однородной цилиндрической трубы из изотроп­
ного и несжимаемого материала. Решение задачи вращения однород­
ного круглого цилиндра из несжимаемого материала приводится в 
работах |2, 3]. Задача растяжения, раздувания и кручения составных 
труб из несжимаемых материалов рассматривается в работе [4].

В настоящей работе рассматриваются задачи одновременного 
растяжения, раздувания и сдвига вращающейся вокруг своей оси 
трубы, составленной из нескольких цилиндрических труб из различ­
ных несжимаемых материалов, и некоторые частные случаи.

1. Пусть круглая цилиндрическая труба, состоящая из п одно­
родных, изотропных и несжимаемых слоев, в не де формированном со­
стоянии имеет радиусы поперечного сечения «. > о/>-• • >а» »
длину /.

Трубы испытывают одновременно следующие деформации:
а) простое растяжение н направления оси трубы с коэффициен­

том растяжения
б) однородное раздувание, при котором линейные элементы, па­

раллельные оси трубы, не меняются, а радиусы «։. а.,..., а.-, 1 ста­
новятся г։ = на։, = р2ай,..., гяМ и1Но„ ։;

в) простой сдвиг вокруг оси трубы, при котором радиус каждой 
точки А’-го слоя составной трубы (к 1, '2, .., п) вокруг ее оси полу­
чает угловое перемещение зависящее только от радиального рас­
стояния точки:

г) простой сдвиг, при котором каждая точка 4'-го слоя переме­
щается параллельно оси трубы на расстояние /д>, зависящее только 
от радиального расстояния точки.

Кроме того, труба вращается вокр\ своей оси с постоянной уг­
ловой скоростью ՛՛. Тогда в деформированном состоянии каждая точка 
составной трубы, имеющая радиус г, находится под действием мас­
совой силы г">՜, которая имеет радиальное направление.
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Для определения деформированного тела в качестве подвижной 
системы координат [2] выберем цилиндрические полярные координаты 
(г, 0, г) так, чтобы координата г совпадала с осью трубы. Тогда 
точка (г, 0, г) в не деформированном состоянии имеет координаты 

г' - (2г, О —---- -Х), где определяется из условия несжимае­

мости

<2=1| а-- /.(п;й;֊г| —I ։ -! > (г- 11.1)
г г

Компоненты контрвариантного тензора напряжений определяются 
ныражениями [2]

+ М) -г р^в11 (1.2)

и компоненты контрвариантных метрических тензоров 
нсдефорымров.анного и деформированного состояний соответственно; 
/>(Ь - скалярная инвариантная функция от координат;

,1, _  о |Т- _ /1 О\Ф,А) 2^>’ |Х՝ 2 ■

И7!р — функция энергии деформации &-го слоя; /'/' и /?'—первый и 
второй инварианты деформации;

Подставляя в (1.2) компоненты метрических тензоров и тензора 
5(/1, которые определяются известными методами |2], получим

'։1|= (Л4 +

к = -(--г■ (^ + ֊֊)'!•.,

(1.5)
И + <?:г1Ч,Тг,

где
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~ dr ’ Z(*,r ’ dr

Pik, по условию симметрии зависит только от г.
Уравнения рановесия (2|

'(*) I.- — \k) — О (1.6)

где — контрварйантные компоненты вектора объемной силы /сто 
слоя (Лх.-), Га՛, О, 0), — плотность /<-го слоя, а линия
обозначает ковариантное дифференцирование по выбранным коорди­
натам деформированного тела, в нашем случае приводятся к виду

,/-п 

dr

-1t _
^—■^4^..= -0

л-13 з-1?
—^-+^^-=0 (1.7)
с!г г

Л-31 -31
֊У֊'֊ + Д» =, о 

(/г г

Из последних двух уравнений имеем

г։-։з = ?А, г-13 _ ?£* (1 3)

где /Л и /Л. (к = 1.2,..., л) -- постоянные.
Условия сцепления выражаются равенствами

г (/=1,2.3) (1.9)
1 Г~Гк-֊1

Из (1.8) и (1.9) следует

3։-В2=..- = Я. 5
£>8=... = д !)

Из (1.5), (1.8) и (1.10) получаем

, _ ________ 25_______ у _ _ ЧР п 1П
■Мг г’0ЧФт + --^)' ՝1'1' г((2--Ф.։,

11осле интегрирования этих дифференциальных уравнений опре­
деляются функции ?(Х.) и

Постоянные интегрирования определяются из соответствующих 
граничных условий. Например, если ИРр. определяется выражением 
МунеЙ-РивлцйЪ

irlt, с;‘’(А-3) + с.։ (/. ֊3) (1.12)

то из (1.11) получаются уравнения
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= — ВЕц\ (г) -• Вь,

•-.V.՛ В. и /Л постоянные,

7-lk) Жн (г) 4- Dk (1-13)

In —-----
Он ։

'K(C^^C'F) ' E(kAr)

, (cfty+cyy
11 (cTQt. i- c^ri., 

2(i. W+ cl41) (1.14)

I к A(1_^ = А±(1-^+1)

Из (1.13) и (1.14) следует

E^(rk.^ А’(А>(г4н) = 0 (1.15)

’>{À)|r=r^ I ?4-i ~ (1.16)

=?<= (1-17)
r՝*rl

ZW!z=rfc , =Z*41 = Dk <1Л8>

W_r ՛ 7֊b = DF{t;>{rk} 1 4 I (1.19)՛ k

Если ?! = 0, ?и+| ?0, Zj = 0, Z,,.! — Z0։ то величины çf, В, 't.{ и
В <i — 2, 3,..., п) при помощи формул (1.17) и (1.19) выражаются 
■через zü и Zo

I В У £w (rj. В = ——Ь--------  (1։20)

*֊։ ■ s^)(u
4=1

1 _ 7
Л = ֊ DУ Fw(rt), D —------ ------- (1.21)

У 
к=\

Из верного уравнения (1.7) и (1.5) получаем

'll) = (г) - ~?1сг-^ 4- Вк (1.22)

где В. - постоянные

Н а. с.) 41 (-? - ^ ֊֊ ■՛■«+
Гк

4 (<?=- ֊у; 4 ֊ (1.23)

о U nir, гия АН АрмССР. Механика, № I
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Так как Д^)(гл.) О, то из (1.9) и (1.22) имеем

М)('*ц) ’ + Вк — 4՜^ I (1-24
<£> Л

Если /?։ и - нормальные напряжения на внешней и внутренне) 
цилиндрических поверхностях составной трубы, то для определен» 
постоянных Вь из (1.22) и'(1.24) получаем

В\ 

= Вк - /-(*) (гА _ , ) - Гк _։о>2 (рл ։ —

(1.25)
М'яи) 1+ вп = к.

[к 1, 2,.... п - 1)

Из этих уравнений находим следующее соотношение между А’, 
и R.,՝.

Ъ R. V г--у<о֊< ^(г֊, г: ,) = 0 (1.26)
* 4-1

На торцевых поверхностях деформированной составной труби 
должны быть приложены следующие поверхностные напряжения [2]:

.. -11 < -13
р! Л(4)г 4*1 (А)л“՜

р2 (Л>г ■<*) 1 ■(<•)Г(Д)=----------т====^ (1.27)
(Д-)г

Р^֊
-13 _1_ -33
Ч*? Ча>

'Ис,г

где Р('д. компоненты вектора поверхностного напряжения.
Аксиальный момент М и продольная сила /V на единицу длины 

деформированной трубы, действующие на внешнюю и внутреннюю ци­
линдрические поверхности составной трубы, определяются форму­
лами

Л/=2^„ (1.28)

(1.29

Если составная труба испытывает только деформации сдвига, 
то есть — рй г . • • и ։ , 1 ,/=], К 0, то из (1.11) будем иметь
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откуда

?Ф՜ z՛*'՜ <ci«+mr °՜30’

■'4) = 2Tc!iy?W^+& (1֊31)

/Лп ——
7<^՜ '~7чл1---- -----------<к32)

С| — С-2

Отсюда следует, что постоянные определяются из (1.18), а для 
Ь’. получаются уравнения

I & = ъ՜' 2<с!‘։+ с?'>И ~ 1 1(сТ‘~сч57ГГ (1֊33)

Подставляя эти значения в (1.31), получаем

2(СМ’)*1н
Остальные уравнения остаются в силе, если вместо Е ч| и /ч>, под­
ставить

'' = ср’+й4’՜ '1'35'

Принимая п - 1, получим соответствующие уравнения для однородной 
трубы.

2. В качестве частного случая рассмотрим задачу одновременного 
растяжения (с коэ(р(|>иииентом растяжения ՛) и вращения вокруг своей 
оси (с угловой скоростью ՝•») круглого многослойного цилиндра. При 
зтом fy. 7.ц.) = °-

Из условия несжимаемости вытекает

Q — — = I ՝> • — const (2-1)
г

Поскольку и ’1 ft) функции только от инвариантов 4 и Л, 
которые в данном случае [2| постоянны

9 I
/х — >՜ -- — - const, — 2/ --------— const (2-2)

Л * л2

Ф» и '1 t будут тоже постоянными.
Исходя из (1.5), (1.7) и (2.1), получаем
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откуда

■<“) = г“2> = /Л - у!'**-“1'’1

= у1) Ч ■ 7)ф(*’ + (х “ 7՜) ՝Г(*՝

где /Ух- — постоянные.
Пусть на внешней цилиндрической поверхности составного Ц1 

линдра действует нормальная равномерно распределенная нагрузка 1 
Тогда для определения Нх имеем

АД = R + ֊ укг՝^ (2.;
2

Из условия сцепления (1.9) получаем

/Л 1 = /7х• + -֊- г^_։е.2 (ук , ?..)

Результирующей силой на торцевых плоскостях деформиро! 
ной трубы будет

гь
Л' - * V 1՛ ֊^гЛг 

V 
'4--и

Если 0, то для определения /• получаем следующее урав­
нение:

4,։ к -1

Если функции энергии деформации материалов определяются 
ражением (1.12), то (2.8) приводится к виду
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1-1 *=1 2Л֊1

֊'| («:֊<■)+Дсп4-ви|-Да%р-«и о

(2.9)

3, В качестве конкретной задачи рассмотрим вращение вокруг 
своей оси двухслойной трубы.

Пусть труба, состоящая ин материалов Муней-Ривлина (1.12), 
при коэффициенте растяжения >. вращается с угловой скоростью •՛՛. 
При этом внешняя и внутренняя цилиндрические поверхности трубы 
свободны от нагрузок (А\ — 0), и в трубе деформации сдвига не
происходят.

Из (1.13) получаем

/-П) (г.) /<’>( гл) ■ ;у-[Ь (П н)-|->2(г?- гр] 0

где 
г

Д((,(г) = 2(с,1П - <.2сР) (7֊
2 \ (}•■ / * / г
г,

причем г{ г > г
Из условия несжимаемости имеем

Н - г*՜— -(а֊ - ар, '1= г‘1---- 1 (а{ - а|)

Подставляя значение С? из (1.1) в (3.2), находим

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Из (3.1) и (3.4) в силу (3.3) можно найти г:, после чего легко 
определить деформированное состояние. Напряженное состояние опре­
деляется соотношениями (1.5). Постоянные Д и Я. находим из (1.25)

= у ?1 г • м1՜
(3.5)

В,. ^4- Ц п (Г«) г:. О»5 (Ь: — Р,)
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Для иллюстрации рассмотрим следующий численный пример.
Предположим, что для рассматриваемой трубы упругие постоянны« 

выражения МунеЙ-Ривлнна и плотности соответствующих слоев имек«՛ 
следующие значения: С!" 2 км с.и՜, С?’֊ 0.28 кг саг, Сг 1 кг ел:, 
^,(2) .... л 1.35 гр сек՜ 1.2 гр сек-

981 <■.։? • 981 с.и՝
Пусть рассматриваемая труба имеет размеры и 20с.и, а. -15с?!, 

аа = 10 см и вращается вокруг своей оси с угловой скоростью 
<•> 60 рад, сек, при / 1.

Из (3.1) с помощью (3.3) получаем

0.14063 г;
1 .ЬПп—֊_ 175^г, _ 300) ֊

<400 ^)(7рТ75^7рОТ - 0.70871 0 (3.6)

Численное решение (3.6), имеющее физический смысл, дает 

г ֊ 21.1978 с.и, г, = 16.5635 см, г3 = 12.2207

Из (3.4) и (3.5) определяем

£ ,) 2.281п ^-^..-11^ 0.5155

. 1 л , , , г- 49.346 56.254 п .£(2, (г) = 1.111п--------- :-------------------— г 0.4314
Г՜ Г-

5.-1.1131, В. 0.6860

Компонентами контрвариантного тензора напряжений будут

= 2.281пг' 49,346 А12?09 о.оо248,-- 1.6286

-и । 4.56 г 225.018 4 56 (3 7)г ЧП *(։• “ Г3 ֊ 49.346 Г՜

-га _ 0.56 г2 197.384 0.56О) 1») 1 г3 ֊ 49.346 г2

-Т 1.141П——.59-“?А 0.002202 Г-— 1.1174

_ -и 4____2.-2?£1____... *21?05, о ос

1 ֊"’ 98.692
*<-) ' ’<-0 ' гз_ 49։346 ֊0.28
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На фиг. 1 показан график распределения нормальных нагрузок 
за։ действующих на торцевых плоскостях вращающейся трубы. 
Результирующая сила этих нагрузок будет

/V 1320.4 кг

4. В качестве численного примера задачи сдвига рассмотрим 
двухслойную трубу размерами ах = 10 см, а.: = 8 см, а3.~ 5 см, со­
ставленную из материалов МунеЙ-Ривлина С] — 1 кг/см՝, С.' 
֊ 0.1-1 кг саг, С։՜ ' = 2 кг слг. С? ’ = 0.28 кг см2, которая испытывает 

деформации сдвига, так что /. = 1, - и, 1։ , /.^ — Ьсм,
6

/?։ = о.
Из (1.201 и (1.21), подставляя вместо и /■’,) получаемые из 

»1.35) выражения

г՛ 64 г" 25 — г-Г.|1| ~---------------• £,?)'—--------------
145.92 г֊’ 114.00 г (4.1) 

Г- 1пг 2.0794 _• 1п г ֊1.6094
/՝՝,, = —Гб՜՜’ 5р(=~^~

находим

В = 21.33 к, Э = '֊ 12.44, . <•>. = 2.4356 см19 й

На основании (1.13) и (1.23) имеем

֊ 0.093б)г, рЛ^83- -0.0205)*

7.(1) - 25.126 ֊ 10.912 1п г (4.2) 

/ . ֊ 13.781 5.4561п г
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Д(О (г) — 199.609 п-
г‘

+ -16-67՜’ -0.3637 
Г՜

(4.3)

(г) =
99.804 <8.336

г*
4------ -  0.3707

Поскольку А?։ 0, то из (1.25) и (4.3) получаем

В, 0. & ֊ - 0.3778, R., = - 1.9165

На основании (1.5), (1.28) и (1.29) имеем

-л _
41) ~ 0.3637 1970.06 — 

г‘
- 16.67 -1֊ 

г՝ •(П “
- 134.04-1-

г ՛՛
0.3637 5910.17 1 

г‘
16.67 1 

О г~
.31 —
(1) “ 24.88 — 

г

--з _
•(0 ~

0.3637 1002.35 '։ 254.86 1 -23 — 641.50 1
г1

(4.4)
-11 — _ 
(2) “

0.0071 985.03 1
г1

- 8.34 А- -I-’ = — 
’(2) 134.04 — 

г'

<-՝)
- 0.0071 - 2955.08 1

г1
+ 8.34 \ -.31 __ 

'(2)
- 24.88 1 

г

- 33 _ 0.0071 501.17 —
г

-4- 127.43 — 
г

-23 _ 641.50 ֊֊;

М 8.422 лчл{ и Л՛’ — 156.33 л?

Автор выражает благодарность К. С. Чобаняку за руководство 
работой и ценные советы.
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tI'I'I'՛' '’"•'fիւոդւվակի համար նման խնդրի ե կ[։,(' ղ(անի իր աոանէրր^ 
‘•"րչր պսւարոի իւն դրի Էէսծումնե րր 4 ա ա ր վ ում են դիտարկվող իէնդրիր >ւր- 
պխւ մ աւէնավս ր դհւդրԼր

Արպհօ սրոչակի խնդիր m um մն ա սի(••[••• մ Լ երկք հրա խողովակի ս/արա֊ 
։> ան խնդիրր ե լածվաւ! Լ իքվա/ին օրինակ։ Թվալին օրինակի տեսրսվ դի- 
Ասսրկվամ ի նաև Սանի—''' ("՚ խ /7'պաէորասավաօ երկշերա խո- 
ղովակի ոահրի խնդիրր,

R. E. MKRTCH1AN

LARGE ELASTIC DEFORMATION PROBLEM FOR EXTENSION, 
ENFLAtlON AND SHEAR OF ROTATING COMPOSITE TUBES

S u m ni а г у

The solution of the problem of large elastic deformations for ex­
tension, enfiation and shear (along and around the axis) of the rota­
ting tube composed of incompressible materials is considered.

In particular the solutions of the rotation and simple shear pro­
blems for two layer cylindrical lube made of Mooney-Rivlin’s material 
arc considered in detail and a numerical example is given.
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