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Дж. 3. МКРТЧЯН

РАСЧЕТ ПОЛОГО ЦИЛИНДРА, ИЗГОТОВЛЕННОГО ИЗ 
РАЗНОМОДУЛЬНОГО МАТЕРИАЛА

В работе рассматривается полый цилиндр, изготовленный из раз- 
ни.модульного материала и находящийся под действием равномерного 
внутреннего давления и равномерного внешнего натяжения.

Решена задача для двух случаев напряженно-деформированного 
состояния цилиндра:

а) обобщенное {плоское напряженное состояние, когда длина ци­
линдра весьма мала;

б) плоская деформация, когда длина цилиндра бесконечно боль­
шая.

Для рассмотренных случаев получены формулы для определения 
напряжений и радиального перемещения. Определение радиусов ок­
ружностей, разделяющих области первого и второго рода [1], приве­
дено к решению трансцендентных уравнений.

В работе показано, что для разномодульного материала задача 
о плоской деформации, в отличие от классической теории упругости, 
в некоторых случаях может существенно отличаться от соответству­
ющей задачи об обобщенном плоском напряженном состоянии.

Аналогичная задача для сферического сосуда, изготовленного из 
разнимо  дульного материала, решена в работе [1].

§1 . Обобщенное плоское напряженное состояние 
полого цилиндра

Рассмотрим полый цилиндр весьма малой длины, изготовленный 
из разномодульного материала, характеризующегося модулями упру­
гости и коэффициентами Пуассона Е , у п Е, ՝г при растяжении 
и сжатии соответственно.

Пусть внутренний радиус цилиндра а, внешний Ь, интенсив­
ность внутреннего давления р<, интенсивность наружного натяже­
ния—р։ (фиг. 1).

В рассматриваемом случае все расчетные величины (напряжения 
-г, зс и радиальное перемещение и) нс зависят от О и являются функ­
циям» только от г.

Как известно [1, 2], в разномодульной теории упругости чисто 
статические и чисто геометрические уравнения и соотношения ничем 
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нс отличаются от соответствующих уравнений и соотношений клас­
сической теории упругости.

Приведем уравнение равновесия элемента кольца

г —— 4֊ — о« = 0 (1.1)
(1г

Относительные деформации £. и 
Ч выражаются через перемещение и 
следующими формулами:

5в=®~, 8=— (1.2)
г <1г

Очевидно, что под действием ука­
занных нагрузок во всех точках

кольца 0. Напряжение же имеет разные знаки на внутрен­
ней (?• а) и внешней (г = 6) окружностях. Поэтому естественно, что 
на некоторой, пока неизвестной, окружности (г —р) обращается в 
нуль. В силу сказанного следует, что кольцо разделится этой окруж­
ностью (г на две части. Первая часть (а С г < у) является об­
ластью второго рода, так как для всех точек этой части гг<0, 
?6>0. Вторая часть (р<т-0) является областью первого рода, так 
как для нее ог > 0, < 0.

Заметим, что напряжения и являются главными. Напишем 
закон упругости в главных направлениях г и 0 для каждой из рассмо­
тренных частей кольца в отдельности [1, 2].

Для первой части (а<Сг<р) имеем

(1.3)

Для второй части г имеем

1 .
И’= -7Г (°б— 4 -г) (1.4)

Решая уравнения (1.3) и (1.4) 
пользуя соотношения (1.2), получим: 
для первой части (о г р)

относительно напряжений и ис-
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Отсюда очевидно, что для решения поставленной задачи необ­
ходимо рассмотреть каждую часть кольца в отдельности.

Для первой части имеем уравнение равновесия (1.1), закон уп­
ругости (1.5) и следующие граничные условия:

при г = а ^г— - р2, при г = ՛> -г-0 (1.7)

Для второй части имеем уравнение равновесия (1.1), закон уп­
ругости (1.6) и следующие граничные условия:

при г = р 'г -- 0, при г о -г = р, (1.8)

Следует учесть также, что радиальные перемещения для первой 
(и։) н второй (н2) частей на границе раздела (г=?) равны между 
собой:

при Г — р (1.9)

Решим задачу для первой части <«<г<р) кольца. Подставляя зна­
чения напряжений =, и <• (1.5) в уравнение равновесия (1.1), для оп­
ределения перемещения м1 получим следующее дифференциальное 
уравнение:

V и=0 (110)
в Г՝ (1г ՝•"

Решение этого уравнения будет

„։= С1Г’.д. С.г-’՛ (1.11)

где

К:
С..— постоянные интегрирования, определяемые из граничных 

условий (1.7).
После удовлетворения граничным условиям (I.՜7), с учетом (1.5), 

для постоянных интегрирования Сх и С2 получим

С РаС1 = рг(1 - у֊у )<Г
’ £'((*1 + V")((/’—а2’) —

Подставляя значения С\ и С.: (1.13) в (1.11) и (1.5), получим 
следующие выражения для перемещения к, и напряжений ~г, ~,։:

1 > ) • г^(7д 22)] 114

ог = _ Р-а^ 1 _Г/‘22. . - = Р^'11 (р՜'' + г'*‘) .! 15)
г՜- 1 (?-'1 и՛՜1 ) г,։‘+1 (р՜’" - «*'■)

Ход решения задачи для второй части (р < г 6) кольца такой 
же, что и для первой части.
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Поступая аналогичным образом, для определения перемещения 
и. получим следующее дифференциальное уравнение:

г=^& + г^_И։ = 0 (1.16)
аг՛ аг

Решение этого уравнения будет 
и С, г С։г 1

Удовлетворяя граничным условиям (1.8) и определяя постоян­
ные С и С։, для перемещения к., и напряжений -з. окончательно 
получим

и.. =г Р(1.17)

В полученные здесь выражения для расчетных величин входит 
неизвестная пока величина р, которая определяется из условия не­
разрывности перемещения (1.9).

Удовлетворяя условию (1.9), для определения у получим следую­
щее трансцендентное уравнение:

5? 4- А-1 (*г1 ֊ «Г ։) -^1 = 0 (1-19)

Нетрудно показать, что уравнение (1.19) в промежутке — <С$1<

имеет только один действительный корень. Этот корень, при кон­
кретных числовых значениях параметров, входящих в уравнение (1.19), 
можно определить известными методами приближенных вычислении.

Отметим, что все расчетные величины непрерывны в каждой 
части кольца. Нетрудно показать, что они остаются непрерывными 
также на границе раздела этих частей.

§ 2. Плоская деформация полого цилиндра

Рассмотрим ту же задачу для бесконечно длинного полого ци­
линдра, изготовленного из разномодульного материала.

В этом случае имеем <-=0, откуда для напряжения ■ - получим 
следующие с оот но ш ени я:

=з= при
(2.1)

2.-= V“ (зг4-5б) при 3,<.О
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Уравнение равновесия элемент.։ кольца (1.1) и геометрические 
соотношения (1.2) остаются справедливыми и для рассматриваемой 
задачи.

Очевидно, что но всех точках кольца ’I 0, а з, имеет разные 
знак։։ на внутренней (г — а) и внешней (г «6) окружностях. Поэтому 
ни некоторой, пока неизвестной, окружности (г >3 ъ обращается 
в нуль.

Из (2.1) замечаем, что знак напряжения з. совпадает со знаком 
выражения з, ֊1 з». На внешней окружности (г 6) г, (), зл >0 и 
поэтому з,>0.

Нй внутренней же окружности возможны случаи, когда з. 0 
или 3, < 0. Эти случаи следует рассмотреть в отдельности.

Если при г а з, 0, то естественно ожидать, что для всей 
области з, не меняет своего знака. В этом случае решение рассма­
триваемой задачи принципиально не будет отличаться от решения 
соответствующей задачи для цилиндра малой длины (§1), рассмо­
тренной в предыдущем пункте.

Если при г — а г, 0, значит в этом случае з, меняет свой 
знак и на некоторой, пока неизвестной, окружности г р։ о. обра­
щается в нуль.

Так как в последнем случае меняют знаки вдоль радиуса и 
(при /* = ^) и (при г = р։), то в этом случае решение задачи су­
щественно будет отличаться от предыдущего случая.

Ниже приводятся решения рассматриваемой задачи для каждого 
из указанных случаев. Причем, в ходе решения получено необходи­
мое и достаточное условие, при котором может иметь место тот или 
другой случаи.

А. Рассмотрим случай, когда во всей области з= > 0. В этом 
случае кольцо разделятся окружностью г ' на две части.

Первая часть \а г < >х) является областью второго рода, так
кнк для всех точек этой области з. 0, зг<^0.

Вторая часть (р2 ՝>г < Ь) является областью первого рода, так 
как для нее з«^>0, з»_>0, з, • 0.

Закон упругости для первой части (о г Ч.Л будет

(в| + Э,)|,
.-1 •' - ■ »1

Е
Отсюда, С учетом (2.1) и (1.2), для напряжений с, и получим

/- (1 <1 4их Е • чх Е Е (1 — ՛< ч ) щ
и г ’ ;։ с/г ) г

(2.2)
где 11-1-7 ֊ 2* (2.3)

Для второй части кольца (>։ С г 6) имеем
“ 4՜!5' ‘ 3*И» ч = 1 3'И

Е Е 
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откуда аналогичным образом получаем
Е (1 — ՝г’) </«л Е ч и., _ _  Е (1 - V՜) и, Е ՝1 (1илаг =---------------------- , Эд----------------------- ------------------------;-------------—

Ъ </г 72 г г ;'2 «г
(2.4)

где

= 1 -7- — 2՝/-; (2.5)

Как и при решении для цилиндра малой длины (§1), мы должны 
рассмотреть каждую часть кольца в отдельности.

Для первой части имеем уравнение равновесия (1.1), закон уп­
ругости (2.2) и следующие граничные условия:

при г = а ъ = р», при г = зг — 0 (2>6)

Для второй части имеем уравнение равновесия (1.1), закон уп­
ругости (2.4) и следующие граничные условия:

при г ог 0, при г — Ь ■зг—р1 (2.7)

Условие неразрывности перемещения и на границе раздела двух 
частей кольца будет

при г = и՝ — и2 (2.8)

Подставляя значения напряжений -г и "г, (2.2) в уравнение рав­
новесия (1.1), получим следующее дифференциальное уравнение для 
определения перемещения «։:

с/'2 иг </п, V (1 у-7 ) 
Г"ЙЁГ ՛՛ <!г - (1 - ) "՛ О

Общий интеграл этого уравнения будет

«^С.г'.+ Сг-ь «, |/ <2-’>

Удовлетворяя граничным условиям (2.6) с учетом соотношений 
(2.2), получим следующие выражения для постоянных интегрирования 
С, и С2.

г, Р^лУ0^^
с’ == Е (Л[Ц1-У)֊г]

(2.10)
с ____ РЕпа“}?2՛__________

2 Е (#'- ?’')[«2(1I-*՜) *' ]

Подставляя значения С։ и С2 в (2.9) и (2.2), для перемещения 
цу, напряжений -г и з,, получим следующие выражения:

р2 (1 т ՝»') аа'т’ |{4Ф'[а2(1 — 7^)+ 7 ]-г/^[^(1 —7^)—V ]}
Е г’Д?5’‘֊а5՜
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рпа^' * (г<7 г2’’)
Н«+։ — а'^')

р.л.,а‘՝^ (Г'՜;11 • г’'3)

р.у а'•■ь։ («2 — 1) + г՝՝- (т2 1)]
гч+1(р2?а_а^) (2.11)

Рассматривая выражение для нетрудно заметить, что для со­
хранения знака з- достаточно выполнения следующего неравенства:

«г *:■ 1 или V V (2.12)

Решим задачу для второй части [л. г < Ь кольца. Для этой 
части дифференциальное уравнение относительно перемещения и.. по­
лучается в виде

, И՜ и» Ии.,г------------ г
Нг Иг

— и.. = О

Решая это уравнение при граничных условиях (2.7), получим 
следующие выражения для перемещения и. и напряжении =г, ='/,

/ъО 4֊^) 64(1-2И г2-7-^1 _ /лбЧг-
Е՝(Ь"-г*)г ՝ 'г г" ( /г — Ф '

р։бг (г-+ 2/>,>*б-
гЧ63֊р-) ’ Г; 62-^ (2.13)

Неизвестный радиус \ определяется из условия (2.8). Удовле­
творяя этому условию, для определения получим следующее транс­
цендентное уравнение:

$■/- ^.(.$2 ' 1 - ’) - т = О (2.14)
где

?л / и \"՜ > 2%Р“ / а \’н+1 ,л52 т*’ лп-' = (\) > (т) (2Л:>)о \ Ь / р} \ Ь /

Аналогично уравнению (1.19), уравнение (2.14) в промежутке

6 "՝ %<^1 имеет только один действительный корень.

Таким образом, задача решена. Остается только указать необ­
ходимое и достаточное условие сохранения знака з. для всей области 
(а г 6). Из выражения (2.11) следует, что будет неотрица­
тельным. если выполняется неравенство

р?Фц֊1) а2”-(а.ЛИ О

Или пользуясь принятыми обозначениями

(2.16)
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Отметим, что при выполнении условия (2.12) неравенство (2.16) 
удовлетворяется независимо от значении остальных параметров.

Однако, неравенство (2.16) имеет более общий характер и пред­
ставляет собой необходимое и достаточное условие сохранения знака 
напряжения з= во всей области.

Сравнивая полученные здесь результаты с соответствующими 
результатами, полученными при решении задачи для цилиндра малой 
длины (§1), нетрудно показать, что они могут быть получены из по­
следних при замене постоянных Е и ч на и где

Е
1 - Л '£7 =

(2.17)

В формулах (2.17) преобладает ՛/ по сравнению с ч~. Это объ­
ясняется тем, что во всей области напряжение :֊ положительно.

В случае же, когда во всей области отрицательно, в форму­
лах (2.17) индексы (֊г) и (—) поменяются местами. Тогда соответ­
ствующие (2.17) формулы перехода будут

(2-18)

Интересно отметить, что между введенными коэффициентами 
тоже имеет место соотношение Е,՛ /Е, ч;~.

В. Рассмотрим теперь случай, когда напряжение меняет свой 
знак, обращаясь в нуль на некоторой окружности г = ух.

В этом случае кольцо разделится окружностями г ֊ и г 
на три части.

Первая часть (а г , ?х) является областью второго рода, так 
как для этом области О, :: 0, с$^>0.

Вторая часть (;>. < г также является областью второго рода, 
причем для этой области =г<^0, з; £> V, »в>> 0.

Третья часть (%-С г < Ь) является областью первого рода, так 
как для всех точек этой области =.->0, ^>0, ~8^>0.

Напишем закон упругости для каждой части в отдельности: 
для первой части (а г <р) имеем

4- з.)]։ 7 (=, 4֊з.֊)]
с. Ь

отсюда, учитывая соотношения (2.1) и (1.2), для напряжений =г и 
получим .

Е (1 ч-ч ) ։ Е £ ч_ (Ьл? , £"(1 —ч )
'.э(1-г-'՜) с/г Ь г 7., (1г г

(2.19>
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для'»торой части (^ ■ г р8) имеем

с.
-֊ к ■> к + -.)]

откуда, аналогичным образом, ио.՝ учим

Е~ (1 — Г ) Ни . К ՝> - и ?՛ —----------------- - —---------
1։ 7։ ՛•

_ Е ’ V Ни.. Е (1 — •* ՝• ) и.
7. 7,(1 + •' )

(2.20 >

для третьей части (у. -.г Ь) имеем

к֊’ к+ ’.)]•Е
~ К '' (3г.+ 3*)1£•

откуда

Е (1 — > ) Ии3 Е у ия Е ՝» Ии3 Е (1 V ) «3
® <1г ' Ъ Г Ъ <1г 7 2 г

(2.21)
где

7, = 1 - ■' — 2՛*՜-' , - 1 ■ъ ՛ . , 1 V- Ъ ՝• (2.22)

Каждую часть кольца рассмотрим в отдельности. Для первой 
части имеем уравнение равновесия (1.1). закон упругости (2.19) и 
следующие граничные условия:

при г а з, — Рг, ПР1։ ’ 3«~0 (2.23)

Для второй части имеем уравнение равновесия (1.1). закон уп­
ругости (2.20) и следующие граничные условия:

при г=^ з, 0, при г ?։ Зг.г,?|.и -* «г|, Р։ _0 (2-24)

Для третьей части имеем уравнение равновесия (1.1), закон уп­
ругости (.2.21) и следующие граничные условия:

при г рл з, ֊ 0, при г Ь зг (2.25)

Условия неразрывности радиального перемещения на границах 
раздела этих частей будут

при Г - р։ и, — и... при Г к 1(2 = и3 (2.26)

Решим задачу для первой части (и г ?։).
Для определения перемещения и, получим следующее дифферен­

циальное уравнение:

У*"1 , •' (1֊Г.) _
Г3 -ут. •+• г -------- ",7----------- : = 0Иг՝ аг > (1 — V V )

Общин интеграл этого уравнения будет
> (1 — ■/ " )

ц-С.г +ОЛ - 1 .֊п—> (2-27)
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Удовлетворяя граничным условиям (2.23), определим постоянные 
интегрирования С։ и С2

С _ ____________ Р\^а (1 аз) *£з0**11_____________
' £ (1->- + у֊Н() + ։д)^֊(1-х,)а*'| I

с = __________ РгЬ П ~ъа'։ • ‘ ___________
"■ Е (1-7՜ ։?-)|(1+,,)?;’՛-(1

Подставляя значения этих постоянных в (2.27), (2.19) и (2.1), по­
лучим следующие выражения для перемещения м1։ напряжении <зг, 
И

р-л.^ Ч(у -*• + (у у.г) г֊7]
՝г Е: г’ ((1 + а3) Р*’' (1 — X») а2’ ] |

/>.֊« :Ю (1 — х.։)г-4՛]
7г՜ г” ЧП I Ш”֊ (1-аз)а2Ч

/\>М 1 ((1 4- 7,) Р֊։՛ Н- (1 — аа) г-'1- ]
՛՛՛ ЧОШГ ("1 ֊’з)аЧ

р.-. {՝>- •/ ) а'1 1 (?»:’ — г-՝!)”-֊֊й-Дмо^м» (2<
Для определения перемещения и. получим дифференциальное 

уравнение 

решением которого будет

и.. = С,г- ֊ С,г ։= | (2.29)

Удовлетворяя граничным условиям (2.20), получим следующие 
выражения для перемещения (/.. и напряжений 5Г, "д и =։:

2р^' 1 Р? ’ К 7՛.֊ ՛ 1 (<• ~ -'։ > г-**]
П' ■ )Д1 • (1 7 )<?’-]

2р27ла'՜1^' ’։ Г*'4)
Г՛4 ’ (рГ* - (4*0 ((1 1 *3 ?;՛■ - (1 а3) а-7 |

2р.Д.;7.1«> 11>; ’ (^’« 4- г֊7*)
:«®՜ .< г- ’' ({^> - Ур) ((1 + - (1 - а,) о’-|

2/м'7да '•< ' |(«։-։>:<’ - (’г -*• 11 <••'՛• I
г’՛ ' (??• ֊ Г-,2’-) 1(1 ֊ (1 ֊ а=’'] ՝ ’’
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Дифференциальное уравнение относительно перемещения для 
третьей части будет

Решение этого уравнения имеет вид 

п Ст |- Спг՜՛

Удовлетворяя граничным условиям (2.20), получим следующие 
выражения для «4, з,, и зг:

)-+^1

Р\Ь-{г- (ф р՝Ь'՝ (г-' + рд)
='՜ г=(65֊ Ф ’

2/Ъ ’
/г у. (2.31)

В полученные выражения для расчетных величин (н, = ;, зг и з,.г) 
входят пока неизвестные величины и которые определяются из 
условий неразрывности перемещения на границах раздела отдельных 
частей кольца (2.26).

Из первого условия (2.26) получим следующее уравнение:

8»՛.= 1 Ч ■' (2.32)
1 3՜ Рх

Удовлетворяя второму условию (2.26), получим следующее транс­
цендентное уравнение, определяющее величину р»:

-4- 11 -’) — тл — 0 (2.33)

где

14(7)’
ь., =___________ у 6
ь МИ-чО՝՛

Уравнение (2-33), аналогично уравнениям (1.19) и (2.14), в про
& 

межутке имеет только один действительный корень.
■ $

При конкретных числовых данных, решая трансцендентное урав­
нение (2.33), с учетом (2.32), определим $3 и |>а,

Чтобы напряжение '■ мгняхо свай зчак в промежутке г ...а,
а ?։и-.-оЬходимо и достаточно, чтооы имело место неравенство - — -՛
'ч Рг

пли, учитывая уравнение (2.32)
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Сравнивая условия (2.35) и (2.16). замечаем, что при данных чи< 
левых значениях может иметь место или (2.16) млн (2.35). Если иь 
полнястся (2.16). тогда имеем случай если же выполняется усл՛ 
вис (2.35), имеем случай Б.

Учитывая уравнение (2.32) и (2.33), можно упростить выражен» 
для расчетных величин.

После упрощения, для каждой части кольца окончательно пол 
чим:

дли первой части (м г >,)

У/) 4’՜ <»Г ЪЪ՜ )'Э*‘1
*’£^1(1 \)^’-(1 за)<?'*|

Рга‘* = |(1 - Ь)?*?4- (1 /••”1
г' ’1(1+’,)??* -(Г- з3)а2-)

4(1 ^)?;’-+(1 — 7։)г-’|
г-4(14-«,)^— (1-а3)аЯ՜

Р. (** - •* )О‘ ‘ЧГ'Г - г* ) 
(1 ֊ М-. )г 4(1 а,)Г5”-(1 з,Н-”’]

для второй части (?1<Сг<Ог)

РхЬ:\{а: •/ )?г: 4֊ (з: #։ ) г֊ ']
и. — ------------------ -—֊7---------- ------------

£:г--?Г։(6г-?|)

р№\՜ Ч(?Г։- г4) 
3'

Р1Ь’4" ։и<’ гь«) 
ае -

рг л7?!՜։։ |и2 1) :<• 4֊ («2 - 1) г*4] 
։гГч.Ч6з^?р

для третьей части (>։ г 6)

Р#Ч(1 >, )г4 4-(!֊•», )Н|Н. ------------------ ------------- -------------
֊ '<)

Р^Цг’+ф
4 Г=(6’-Г.])

2рр ь՝ 
” ֊ Я

£ г(6‘

Р^:(г: р-)
’’ г=(А։֊?-)'
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Полученными расчетными формулами, при конкретных числовых дан­
ных, можно вычислить напряжения, деформации и перемещения.

t.pcn iHcKMii политехнический институт 
им. К Маркса Поступила 25 VI 1968

.2. ft. ՄԿՐՏՋՅԱՆ

ՏԱՐԱ11ՈԴՈ1Վ ՆՅՍհՐՓՅ ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ՍՆԱՍՍՋ 
ԴԼԱՆ1» 2Ա5ՎԱՐ1ւՐ

Ա if փ ո փ и I U

•^էպվտծամ //իսւարկվսւծ /. տարամոդտ ք ն //иթիէ] պատրաստված սնամեջ 
ւ[րսնի հարթ խն/քիրը, րնէքհան րսւրված հարթ լարվածալին վիսսւկի և հարթ 
4 /. .'/> որմացիսւլի դե“{.{մ՛(•"' մէ

'ւ՚րււնի վրա գործում են ներրին հավասարաչափ ճնշտ մ և ար տարին 
հսւվէսսարսւչափ մ •

Ստուգված են բանաձևեր ]ար1Ա.մհերի ե ւոեէլա էի ոխւս i/եերի համարէ
1Լշ[ււսէտտնրի մեջ 'цт [Ц I. տրված, սր ի տարրերս/ թ քան կլասիկ ս/ե- 

(սութրսնը, տարամո/րսլ նլաթի համար հարթ դե ֆորմացիա լի իէն դ իրր որոշ 

'1եպր1,րտմ կարոդ Լ Լապես шч/րրերվել համապատասխան հարթ (արված ա֊ 
ւին ւ//րճ.»4/» խնդրիքք -

J. Z. MKRTCH1AN

CALCULATION OF THE CYLINDER MADE OF 
DIFFERENT MODUL MATERIAL

Summary

The plane-stress and plane-strain problems for the hollow cylinder 
made oi different modul material is considered.

The cylinder is under the action of uniformly distributed internal 
pressure and external tension.

Formulas for calculation of the stresses and strains are obtained.
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