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К ТЕОРИИ АНИЗОТРОПНЫХ УПРУГО­
НАСЛЕДСТВЕННЫХ СРЕД

§ 1. При рабочих нагрузках, не превышающих 25 : 30% от раз֊ 
ающих, будем рассматривать конструкционный тканевый стекло- 
;тик как упруго-наследственный квазиоднородный ортотропный 
гинуум с усредненными по толщине „размазанными“ упругими и 
юмными свойствами. Волнистость армирующего агента, обуслов­
ив текстильной переработкой стекловолокон, и наличие в стекло- 
толите высокополимерного связующего предопределяет учет как 
нового в плоскости армирования 12, так и линейного последеИст*  
указаиного материала в направлениях основы И, утка 22 и по 

цине (направление 33). Слоистость, структурная немонолитность и 
рогснность стеклотекстолита приводят к существенным сдвиговым 
близостям и в плоскостях 13, 23, перпендикулярных к плоскости 
фования, и, как следствие, к отказу от гипотезы недеформируемых 
(алей в задачах изгиба. Таким образом, определение компонентов 
юров напряженного и деформированного состояний для конструк- 
ых элементов из указанных сред в общем случае сводится к ре- 
но трехмерных задач наследственной теории упругости анизотроп- 

тела зачастую при менее “жестких“ рабочих предположениях, 
‘ли классическая гипотеза Кирхгоффа-Ляяа*.

* Например, гипотеза о прямолинейном элементе 111.
То есть соотнетстпую'цис главным направлениям н плоскостям упругой сим­

метрии материала Здесь и ниже процесс развития вч пременк высокодластичсскнх 
»инейных я сдвиговых деформации иод действием постоянной нагрузки традиционно 
называем ползучестью (простой).

Ввиду сложности решения указанных задач в замкнутом виде, 
ем следующие предположения относительно работы материала во 
։ени:

1. главные плоскости упругой симметрии среды 12, 13, 23 ин- 
антны по отношению ко времени, и материал обладает ортого- 
ной анизотропией реономных свойств в произвольный момент 
«гни;

2. реономные свойства среды не зависят от знака компонентов 
Ора напряжений;

3. главные ' характеристики или главные меры линейной и сдви- 
н ползучести подобны между собой.

*

Первая гипотеза нс является принципиально новой [2] и находит- 
:ак и вторая, на уровне обычно принимаемых допущений.
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Непосредственные экспериментальные данные относительно вто­
рой гипотезы отсутствуют. Однако, следует ожидать, что при уме­
ренной интенсивности внешнего силового поля она справедлива [3], п 
усложнение теории в этом направлении не оправдано.

В рассматриваемом случае равновесных процессов деформирования 
априорное использование третьей гипотезы накладывает ограничения 
лишь на форму нестационарного участка кривых ползучести, как пра­
вило, мало интересного с практической точки зрения. Однако, эти ог­
раничения менее жесткие, нежели в известной расчетной модели Брыз­
галина Г. И. |4], предполагающей постоянство во времени характерис­
тик (мер) ползучести в направлениях армирования 11, 22.

Отметим, что третья гипотеза эквивалентна предположению о по­
добии кривых простой одномерно!։ ползучести для образцов, произ­
вольно ориентированных в плоскостях упругой симметрии. Указанное 
подобие в плоскости 12 наблюдалось для эпоксидного стеклопластика 
[5], а также при релаксации напряжений для полиэфирного стекло­
текстолита [6].

<'прансдлиность последних двух гипо:։- проверялась экспериментально дли у- 
достроителыгого стеклопластика холодного отвердения (гндрофобизироианный стекло- 
сатин 8'3 и полиэфирная смола ПН—3). Образцы стеклотекстолита размерами и свету 
100x100x3, Вырезанные из одного лис I плоское: ь 12), синхронно деформировал։։։։՛ 
во времени (до 2.5-Ю3 час) в шарнирных четырехзвепниках (фиг. 1). Напряженное

Фиг. 1 Установки для осущсствленни чистого сдвига.

состояние н центре образцов (фиг. 2) близко |3| к чистому сдвигу. Направлен։« 11 
основы матерЖла составляло (фиг. 2) е диагональю растяжения 44 угол 45®. Дефор­
мации замерялись тензометрическим путем с регистрацией статическими измерителями 
с мое го вы ми схемами и отсчетом по зеркальным гальванометрам типа М—17. Средние 
по толщине касательные напряжения составляли 7.5% от разрушающих На фиг. э 
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гдетпплснм усредненные по данным двух идентичных установок (фиг. I) экснерммсн- 
лмыс характеристики >.// лнисйпоЯ ползучести при растяжении и сжатии вдоль «•<>- 
ипгстпутощпх диагоналей 41 к 55 и сдвиговой ползучести ■ плоскости 12. причем

></(/) / 7 = 4.5, / -1, / ֊2,

где Г^у—ВЫСОКОЙхагтичегхме и 
угловые).

нгяоаспно-упругме деформации (линейны*-  или

• Вопросы старении „я чистом подо” для нетканых етсялоплпстнмоп исаледо- 
■алии* Маршросяном М. М. |7|. Прниципмально и «латаемая теории распрострапнетсн 
и пи случай аиплотроппого упруго*полэучего (стареющего) тела Маслова Г. Н. 
Ару гк>|1>ша Н. X.

Фиг. 2. Анализ напряженного состоянии я центре 
пластины.

Учитывая обычный ра.чброс аве перимектдльных точек при послсдейетпии стеклн- 
теягтолнтоп, вызванный гетерогенно стам» их структуры и наличием нерегулярности о 
плдиг отдельных текстильных макроячее г стеклоткапм. а также неизбежные субъск- 
тивны*  погрешности при наклейке тензодатчиков, следует признать удовлетворитель- 
иым результат сопоставления эксперимента гипотезами. Локальную*  пемоногояноеть 
опытных кривых можно объяснить „технологическими“ причинами: рамсе отмеченными 
искривлениями стеклянных прядей, пезявершенностью процессов полимеризация и от­
вердения связующего, мяяродеетрукгнемымя процессами. Нс усложняя рассуждении*,  бу*  
дем считать и дальнейшем, что исследусжыи материал структурно стабилен во времени.

В заключение констатируем, ссылаясь па жсперкмент, что установки (фиг. 1), 
рекомендуемые (3] дли исследования плоского напряженного состоянии при чистом 
сдвиге, неточны при определении упругих и недопустимы при определении рсопомных 
характеристик ортотропных материалов я тех случаях, когда угол между диагональю 
рл тпжспия и основой материала отличен пт . ~ 45е- В указанных случаях образец,
выгнутый я относительно более жесткий контур четырех .«пенника квадратной, а затем 
ромбической формы и деформирующий*  ' по лаконвм анизотропного тела общего слу­
чая (из-лп наличия коп*]  фмиментов ваянмиосо влияния полностью меняется геометрия 
Образца |.8)1. непмтывает „стесненную трансформацию"

§ 2. Равновесные процессы простой ползучести с особенностью 
и момент загрухения будем описывать с использованием слабо сингу- 
лнриых наследственных функций влияния типа Ржаннцыиа А. Р.:

Т. т :> ехр | 7(Т ;)].(7՜ . (2.11

1 и 
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где г, *; положительные ре он ом и ые параметры; 7', т безразмерные 
временные аргументы масштаба /. = 1 час; < (г) -гамма-функция Эйлера.

11а фиг. 3, 4 пунктиром показаны обработанные с помощью дан­
ного ядра характеристики ползучести при сдвиге п плоскости 12 и 
при изгибе в плоскостях 13, 23.

Фиг. 3. Харлктермстшш ползучести ц»ц ул.-гнхенмп ц(0. сжатии '■„(/) 
и чистим едимгв Л|7(/).

4(1)% (МЛ)

50 »9 ЙО 200 250 300 I <ис

Фиг. 4. Хлрлмтсрнетикк ползучести при поперечном 
к.икбе п плоскостях 13. 23 при рцллмчнмх соотноше­

нии*

Выбор у наивной функции влияния и качестве ядра ползучести 
обусловлен следующими обстоятельствами:

1. соответствующее ядру (2.1) уравнение связи вытекает из ли­
неаризованного обобщенного уравнения Максвелла-Гуревича 1 . И. [9], 
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наиболее полно описывающего поведение „сшитых4* полимеров и ар- 
моматериалов на их основе под нагрузкой;

2. замкнутость формы ядра (2.1) позволяет сравнительно просто 
определить его реономные параметры г, 7, гак как характеристики 
ползучести в этом случае суть протабулированные [10] неполные 
гамма-функции, а в двойных логарифмических координатах их форма 
зависит только от параметра г (параметр 7 предопределяет сдвиг 
кривой по оси 7);

3. указанные параметры г, •; позволяют точно описать форму 
кривых последействия. 11ри достаточно малом у процесс деформиро­
вания приближается к безразличному.

4. основные правила действия с обобщенными экспонентами 
дробного порядка (Л-функциями). резольвентными по отношению к 
ядру (2.1), совпадают с аналогичными для .9-функций Работнова Ю. Н. 
[Н], где

°о / у _ . пг 1
а;-Г —-) = ехр[—•[(7՜—-:)]У х"՜1 ------ (2.2)

", г(пг)

где » опытный аргумент, причем | ՝/. | .
§3. Упругие свойства рассматриваемой ортотропной среды одно­

значно описываются девятью апостериорными [1] константами: глав­
ными шестью мгновенно-упругими линейными и сдвиговыми податли­
востями У/, (7 у 1,2,3; г 1, 2; у/ 7—2,3) и тремя (из шести) 
коэффициентами Пуассона '), например, 7 1,2; у=^7 2,3. Ис­
пользуя здесь и далее операторный принцип Вольтерра В. - Работ­
нова Ю. Н. [11], на основании гипотезы о подобии §1 представим 
операторные аналоги упругих констант в виде:

Уц = У о [1 + К*  (0)], 7 - у -1.2,3; 7=1, 2; у =А 7 = 2, 3 (3.1)

= '"Ж /,/ = 1,2,3; 7^у (3.2)

Данные функционалы, определяемые параметрами г, ■(, * наслед­
ственных /С-операторов и равновесными параметрами ՛/■,•;, '։\у, девять 
из которых линейно независимы, полностью характеризуют реономное 
поведение модели. Опытные параметры связанные с соответству­
ющими предельными характеристиками ползучести соотношением 

приведены для рассматриваемого стеклотекстолита н 
табл. 1, 2.

Линейные параметры '-() (7 у 1, 2, 3) определялись из обычных 
[3] испытаний на простую ползучесть при растяжении (хи, х^) или 
сжатии (л|3 **).  Значение найдено из эксперимента, приведенного 
в § 1.

’ Индексы I, } указывают соответственно на направления одномерного дей­
ствия внешней силы ։։ замера поперечной деформации.

В этом случае деформации по толщине листа замерялись малобазисными 
(5 .«ли тензодатчиками.
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Реономные сдвиговые параметры /]3, /2Э рассматриваемого мате­
риала, описываемого моделью § 1, определялись из испытаний на 
длительный поперечный изгиб по схемам грехточечного загружения 
образцов-балочек размерами /Хб Х'՛, ориентированных в направле­
ниях 11,22 и разнящихся отношением я /о На фиг. 4 показа­
ны соответствующие экспериментальные характеристики ползучести
**■
Хй, % (7 = 1, 2) при поперечном («֊ 7) и квазичистом (« 20) изги­
бах при .рабочих“ нагрузках, не превышающих 15 20% от предель­
ных. Пунктиром показаны теоретические кривые, соответствующие 
ядру (2.1). Исходя из параболического [1] закона распределения ска­
лывающих напряжений по толщине согласно функционалам (3.1) по­
лучаем (7=1, 2)

(1 4- 7,) - X«]; г/ = 1, 2 а 2 Г.-зК;1 (3.3)

Здесь % опытный равновесный параметр при длительном попереч­
ном изгибе с учетом сдвигов в плоскости /3 для образца, ориентиро­
ванного в направлении /7.

Таблица !
Таблица 2 
реономные

Главные линейные упругие я реономные*  
характеристики исследуемого стеклотексто­

лита
Гд.типыс сдвиговые упругие и 

характеристики

Главные оси У,..// ’АЛ-10«» : У... К)։ Главные 
плоскости У 10“» 10 5

п 0.606 1.46 12 3.39 7.94
22 0.869 2.47 13 10.2 9.58
33 0.834 2.76 23 9.09 7.56

* Здесь и о табл. 2. 3 ; 10՜ г=0.3
Отметим, что одномерные упругие и реономные характеристики 

У',,, '֊а {! -՝ 1, 2) в формуле (3.3) целесообразней определять из испы­
таний на чистый (квазичистый) изгиб. Это позволит нивелировать по­
грешности, вносимые второй гипотезой § 1 при рассмотрении неод­
нородного коля напряжений и деформаций при изгибе.

Оставшиеся реономные параметр!»! ц... находим из следующей си­
стемы шести линейных операторных уравнений, расшифровывая пер­
вую гипотезу § 1 (уравнения 1—3) и учитывая, что высокоэласти­
ческие деформации не вызывают изменения объема (уравнения 4 - 6):

1) 1. 2

гУ/л.- 2) 2, 3

3) з, 1
(3.4)

4) I. 2. 3

(1 — Чц - >..՛)).. %• ( 1 — ՝Ц/ — ՝9ч), 5) '•Л*  = 2, 1, 3

6) 3, 1, 2
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Здесь переменные индексы принимают соответственные значения: 
так для первого уравнения /=1; / = 2,... для четвертого / I, 
у 2, к: = 3 и т. д. Опуская громоздкие выкладки, полу наем оконча­
тельно

। К/, у//  Кн 'ц
2 **//  \ У а х,7 У и

֊ 2^ (3.5)

где г, у, А* циклично перестачнмые индексы дискретных значений 
1. 2, 3, причем последнему переменному индексу приписывается знак 
минус.

В случае изотропного тел.» и.» равенства (3.5) следует известный 
результат Риботноиа К). Н. |11| (стр. 153), полученный н предполо­
жении отсутствия объемного последействия. Заметим, что для рассма­
триваемого ортотропного континуума оператор тлатации также по­
стоянен во времени.

Таблица 3 
Рсопс.мпме плракгтрм . мгпаксяпо-упру- 
гие ч ДАМтслииме коэффициенты

Пуасгояп

Индексы ■0

12 0.1 и 0 171 0.218
21 0.101 0.112 0.136
13 0.510 0.519 0.017
31 0.371 0.345 -0.29
23 0.550 0.5% 0.100
32 0.574 0.611 0.077

Соотношение (3.5) при / 1, / —2, к 3 позволяет объяснить
наблюдаемое рядом исследователей [4], [12! уменьшение во времени 
коэффициента ֊< . Это, по-видимому, имеет место для ориентирован­
ных нетканых слоистых стеклокомпаундов, податливость которых по 
толщине из-за наличия полимерных .макропрослоек существенно выше 
податливости в направлениях армирования 11,22. Для стеклотексто­
литов (табл. 1) эта разница существенно сглаживается, и, как пра­
вило, (табл. 3). Естественно, возможен и граничный случай ста­
бильности коэффициента Пуассона во времени (р։ — 0).

§ 4. Рассмотрим вопрос об определении линейных и сдвиговых 
реономных параметров модели для направлений и плоскостей, отлич­
ных от главных. Как и упругие, операторные коэффициенты дефор- 
маций рассматриваемой модели образуют в шестимерном пространстве 
симметричный тензор, компоненты которого в операторном виде пре­
образуются но известным [8] правилам тензорного анализа.
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V _ V TV
‘ 11 1J 1 11 'и 1 11 0 0 0

У 22 *̂ 23  2*̂ 0 0 0

гм 0 0 0
(4.1)

о 0

Г,а 0

Ограничиваясь лишь поворотом опер '. горных компонентов тен­
зора (4.1) в плоскости 1'2 на угол ? по отношению к основе И (фиг. 2), 
получаем окончательно операторные аналоги преобразованных упру­
гих констант модели в виде (z zn, п, 3)

К/ ֊>',„/[ 1 ^/<*(0)J;  vmn[lH umn/f*(֊x mni)] (4.2)
где

_ zn Kj.cos՝ ; 0.25 [х:2 и։.։—2 У’։1 (zn Sin-2г л. .s. if’c
Yn cos՜1 9 •- 0.25 ( Y... 2 Fn) sin- 2 9 — У'.,.. sin

(4.3)

у ZT- IS I [yu 11 4՜ y'22 Ynn 2 •>!■, } n (/.£ ]'-p>) y.|? Ур>] sin՜ 2 i
П, • [(1 2vjrn Y..2 — yjSirr2T

(4.4)

_ Чд Y..3 sin՝ <? x։։ Yt3 cos2 <? ...
"'3 ~ ■ v ... ' v •> r.>,sin-$ rlacos“9

!6n/l
__ ^">т {vm Yt। (xn-r ;»12)- 0.25 (y-,i y-22 Y... 2՝'Г_. Уп(у-n~Pi,.)| sin՜ 2 о} 

к. Г։1-0.25’(Г,и/|- r։;!)| Y-\

— *тт  (4.6)'
Выражения 8 знаменателях формул (4.3) (4.6) совпадают с из­

вестными [3], [8] „повернутыми" упругими константами Y„„„y Yrnrir 
Ул:3. '6г./г (фиг. 2).

Анализ вышеприведенных формул показывает: если экстремаль­
ные упругие линейная У'„,„, и сдвиговая У'™ податливости исследуемой 
среды при Y.u. Уп имеют место при - ~ 4, то экстремум соответ­
ственных реономных параметров zmro и z,,։,։ наблюдается при э ” 4. 
Для рассматриваемого стеклотекстолита (табл. 1, 2) указанные углы 
равны соответственно 48.3 и 44 . Отметим также практически по­
лезную связь между реономным поведением модели при сдвиге в 
плоскости 12 и растяжением при ; = -,4 в направлении 44 (фиг. 2):

z.m zr.! 0.25 У л { )и (zl? -/֊л) — 2 Y2.2 |(z-lc x£;j)(l—՝л.;1) —)l2iv2ii։
Данное раъенстко (z֊H >—0.06) удовлетворительно подтверждается 

экспериментом § 1 (фиг. 3).

Днепропетровский горный институт Поступила 23 XI 1967
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V. A. MANKOVSKY. M J ROSOVSKY

ON THE THEORY OF ANISOTROPIC ELASTICITY- 
HEREDITARY MEDIA

S u m m ary

A calculating model of orthotropic elasticity-hereditary medium is 
suggested. Tissue glass reinforced plastics is taken as an example of 
this model.

A. R. Rz.hanitsyn’s kernel functions are used.
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