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ДВИЖЕНИЕ КРЫЛА КРУГОВОЙ В ПЛАНЕ ФОРМЫ 
ВБЛИЗИ ЭКРАНА

В летательных аппаратах часто применяется крыло круговой в 
плане формы. В работе Н. Е. Кочина [I] построена теория крыла 
конечного размаха круговой формы в плане. При построении этой 
теории автор рассматривает крыло тонким, а движение крыла—пропс* 
ходящим в безграничном пространстве жидкости. Однако, при разра­
ботке и конструировании летательных аппаратов необходимо учиты­
вать влияние земли, особенно при посадке и взлете, когда это вами- 
кие имеет большое значение. Поэтому и задача об обтекании крыльен, 
помещенных вблизи твердой стенки, приобретает большую актуаль­
ность. Необходимо учитывать также толщину профиля крыла.

В настоящей статье рассматривается поступательное прямоли­
нейное движение круглого, дискообразного и слабо изогнутого крыла 
вблизи экрана.

Как и в работе Н. Е. Кочина [1], при решении этой задач» 
учитывается распределение присоединенных вихрей вдоль поверхности 
крыла. Берется правая система прямолинейных прямоугольных коор­
динат х, г/, г.

Пусть крыло движется поступательно вдоль оси х со скоростью 
с или, пользуясь принципом обратимости, крыло неподвижно и на 
пего набегает поступательный поток по направлению оси х, скорость 
которого в бесконечности равна с.

Проекция крыла на плоскость ху имеет форму круга радиуса а 
с центром в начале координат.

Проекция и разрез крыла показаны па фиг. I. Здесь /։—расстоя­
ние до экрана.

Пусть "... (х, у) представляет уравнение верхней поверхности 
крыла, а г, ч։(х, у) ~ нижней. Первые производные от и по*
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н у предполагаются [1] малыми величинами, так что можно прини­
мать

со$ (п։, СО5 (п2, х) =
д^>
дх

Жидкость, как и и работе [1], предполагается несжимаемой, а дви­
жение — безвихревым, установившимся и происходящим при отсутствии 
внешних сил.

Скорость частиц на задней кромке крыла предполагается огра­
ниченной, а на передней кромке стремящейся к бесконечности [1].

На полосе у\<а х < 0 в плоскости ху функция ? (х, у, г) 
потенциал скорости терпит разрыв, а в остальной части полупро­
странства потенциал скорости и его частные производные непре­
рывны.

Составляющие скорости частиц по соответствующим осям опре­
деляются следующими соотношениями:

, д? д?— с + —֊. , их = - —
дх ду дг

Задача линеаризируется путем замены условия на поверхности 
крыла условием на поверхности круга, расположенного в плоскости ху. 
Тогда граничные условия будут иметь следующий вид: 
условие на поверхности крыла —

д<? 1՛ > . .
= — С

г-0 дх
(х2 + г<«‘։) (1)

дъ 
~дг

= ֊С֊^. 

а=-0 дх
(х2 4֊ < а2) (2)

где с — скорость движения крыла.
Так как давление должно быть непрерывным при переходе через 

поверхность разрыва, получается условие:
I Л , (|у|<а, хЧ-/>а։, х<0) (3)

(>х г»о дх |гв_©

Кинематическое условие на поверхности разрыва будет

I = ргг 
дп !г_ ,о дп

т. е. нормальная составляющая скорости должна оставаться непрерыв­
ной при переходе через поверхность разрыва. Однако, направление 
нормали поверхности разрыва мало отличается от направления оси г, 
поэтому условие непрерывности д'^дп можно заменить условием

д» 
дх

д<р
г-4-1) г=-о

(|у|<а, х2 | у2>а֊, х<0) (4)
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Условие на экране будет

֊^1 “<?(«,₽) (5)
Oz L=_A

где Q(x, у) — заданная функция для данного экрана.
При плоском экране, параллельном плоскости ху, Q{x, у) 0. 

Условие на бесконечности будет

lini — = Ihn = Hm —0 (6)
•»-« дх x~v ду г- Öz

Таким образом, - (х, у, z) должна быть гармонической функцией, 
регулярной в области, получающейся из всего бесконечного полупро­
странства вырезанием круга радиуса а и бесконечной полуполосы 
шириною 2а. Эта функция должна удовлетворять намеченным гра­
ничным условиям.

11рёжде чем построить функцию у (х, у, z), построим гармони­
ческие функции в цилиндрических координатах при Z^>0 Ф2 (г, z) 
и при — Л<^£<^0 Ф, (г, z), удовлетворяющие следующим усло­
виям:

</Ф։ j
= /Д'-

г- -Л
. 0) (0<г< «) (7>

£Ф։
r/z

0) (0<г<о) (8)

<М>։ 
dz

= fi(r
:-0

») (0<г<о) (9)

<*Ф2 
dz -0 Oz х=0

(«<'•<') (10а)

Ф,| -.=4- 0 (а г оз) (Юб),

Для удобства расчетов примем

у - г cos х г sin 0

Как функции /, (г. ։|), /а (г, 0) и /л(г, так и их первые произ­
водные по г и предполагаются непрерывными.

Уравнение неразрывности в цилиндрических координатах следу­
ющее:

#*Ф 1 4Ф 
ör- Г дг

1 о-’Ф с/^Ф _ 0
г՝ o!l- <Zz* (И)

Можно найти бесчисленное множество частных интегралов, если
воспользоваться приемом разделения переменных, что приводит к 
интегрированию обыкновенного дифференциального уравнения.
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Для нахождения частного интеграла данного уравнения предпо­
лагается:

Ф (г, 0, 2)-/?(г)Н(0)7(а) (12)

где R (г), Н(0)^и 7(г) некоторые функции г. О и г соответст­
венно.

Подставляя (12) в (И), получим

/? ՜ J R' '֊’■
R ' г R (13)

Первые три слагаемых не содержат г, потому и 2" 2 не 
должно ее содержать. 11о с другой стороны, отношение 7"\7. не со­
держит г и Я, поэтому должно быть постоянным, т. е.

7"
— или 2"-/֊2= О
7

Общим решением этого уравнения является

2 =Л-(')е:'г М*)*՜*’ (14)

В связи с тем, что при г— > функция Ф и ее частные производ­
ные должны быть ограничены, для верхнего полупространства мы 
должны положить Л* (л). О и брать

г=СА(/.)е^ (14а)

Точно также отношение Н" Н должно быть постоянной вели­
чиной.

Так как функция Н должна быть периодической относительно Ъ, 
берется:

н"
ТГ

Этому уравнению удовлетворяют функции cosZ:9 и sin/с б. Учи­
тывая условие симметричности задачи относительно плоскости хаг, 
возьмем

Н= sin 1'0 (15)

Тогда из (13) получим следующее уравнение:

I R' + ֊R' ■+(>.“֊ R - О

яющееся уравнением Бесселя.
Согласно краевым условиям, функция R (г,1 ограничена при 

Ь < 00.
При этом решением данного уравнения является функция Бес­

селя порядка „к“, т. е.
/?=Л(гл) (16>

6 Ианестгия АН АрмССР. Механика, № 5 6
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Сопоставляя сказанное относительно функций R (r)t Н (0) и 
Z{z) и вспоминая равенство (12), для уравнения Лапласа (11) полу­
чаем интеграл 
при — Л \ 2 <С О

* ♦
V sin к б I Л (Z г)[Д& (/.) е = 4- Вк ()) е~Ч Л (17)
*֊> J

при хг>0

•ж» /»
Ф2 у sin 4 0 I Jk(/ г) С\ (л) е_Хг <//.

*=։ у
(18)

Разлагая далее правые части (7), (8) и (9) в промежутке (0, г.) в ряды 
по синусам, получим

/М“ У (г) sin 4 0

где
х

2 С
gk (г) =" — / (г, 0) sin 40 r/G

6

Разлагая функцию (г) в свою очередь в ряд по собственным 
функциям, получим

яИг) == | '/*('• г) ('Н' (19)
V О

где для /г(г,б) И /2(г,0)
и

би-(> ) = \yjk- (у к) ук(у) (1у (20)

II

а для Д (г, 0)

(л) = I У <У1}^ (у) <1у (21)
(>

Представляя заданные функции /(г, б) в виде

/(г, б)«у з*ш^е \ t.Jk (кг) а* (Х)б/л (22)

и используя условие (7), для определения коэффициентов получим 
следующее уравнение:



Движение крыли вблизи экрана 83

Ак (X) е֊֊'А ֊ Вк (X) е’Л = (X) (23).

Используя условие

^i_^A J/։(r, в)-/։(г, 0) (0<г<о)
dz dz / г-0 I 0 (а < г < оо)

1' представляя fx (г, 0) — f:(r, 0) в форме 

лл 
У sin к G 
fe=l 

где

'J* (' г) a^(f )d)

9 Р
<42>(Х) 

о о
[/| (г.Г;) — Л (Г, $)] sin к r>dr) dy

получим еше одно уравнение для определения тех же коэффициентов

А * (>.) — В* (>֊) + Си (>.) = а«> (X) (24)

Из условий (8), (9) и (11) получается

/яФ^дФЛ 9) (0<г<а)
\ С>2 дz / = =о

(Ф։ — Ф2)։-0 = 0 (а<г<оз)

Разлагая Д ! /2 в интервале (0, ~) в ряд по синусам, получим
••

л/* (л г) [Л* (>.) - В, ().) - С4 р.)]<Д - Й’М при г<а
<1

(25)

| /г. (Х г)[Лд-(/)֊( 5л (л) С1-(Х)]<-А- 0 при г>а
<1

Путем некоторых преобразований эти уравнения можно привести к 
дуальным интегральным уравнениям, решение которых дано в ра­
боте [3].

Решение таких уравнений приводится к решению интегрального 
уравнения Фредгольма второго рода

а -•
Ак (/) 4֊ 5а(/) С к (X) = 2/ ■՛ х], (Хх) | । (/х) Вк {I) dt (1х +

О I»
_  1 ՛» х

1 9 >.•' I _х- _։4--Ц-—I Ух- ;(?л-) Й'Ч?)/ '(х'-’-'д (0<г<а) (26)

‘9
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Теперь из уравнений (23), (24) и (26) для данной задачи опре­
деляются коэффициенты А* (л), /?;.().) я Сд (>•).

Легко доказать, что Ф։(г, Ч, г) и Ф«(г, О, г) остаются конеч­
ными, а ((/Ф^'дх); и (<?Ф2/<)х)г и стремятся к бесконечности порядка 
1/| а2~7 при г — а.

Учитывая уравнение (26), получим

/0Ф։ дФД п .г---------- -— ) = и при г а.
\ дх дх / ,₽=0

Если теперь принять

и/,М

построенная функция Ф (г,г>, г) будет удовлетворять уравнению Лап­
ласа и всем граничным условиям поставленной задачи, кроме усло­
вия конечности скорости у задней кромки крыла.

Для получения решения поставленной задачи принимается 

?(гДг) Ф(г,5, г)-г//(г,0, г)

так, чтобы функция » (г, д) удовлетворяла всем граничным условиям. 
Граничные условия, налагаемые на функцию Н (г, 0, г), а также 

построение этой функции будут даны в следующей статье.
Если рассмотреть движение диска 8 безграничном пространстве, 

заполненном жидкостью (Л —> '), получим

& (/) = О

Ак V ) = у ~ 6)1 8‘п (1У +
о о

. _ I « .V

и и
о и

Ск ~ ՝ !,^к - 5։п
о о

. _ 1 ч X
К2Л2 1՝ ’-л с _՝ I------- ('՝* ) | Л”(Р)Р4+’ (*’—Р1) 2 с/ргМ 

о о

При рассмотрении движения тонкого крыла в безграничном про­
странстве жидкости получим
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" r
I ^()J = - Ск (/.) =.£_ < (;.х) j'gO) (0(А+|(^_?2)-^р։/х

» о

В качестве примера рассматривается движение тонкого крыла в 
безграничном пространстве жидкости.

Если уравнение поверхности крыла имеет вид г = ах, получим

Л ('•,$) =/2(г,6) = - ст

. 4са 1 — cos к*Й’ЧЯ =----------------
" к

При этом

Подставляя полученные значения для /1; (л) и С\ (л) в (13) и (14), 
вычисляя значения Ф։(г, О, 0) и Ф2(г, 0, 0), получим

ф։ (г, б, 0) = — Ф2(г, 0. 0) = 

.. /Н2\.--- со I (------ ) . СХ1 .
I 2 х1 1 — cos Хг- 2 / f/з 1’ .г , л .-----------ст 2. ------- -------------- г-. 3 U /• /л(>֊г) J ,00dt.dt

~ к ֊։ к г / * т о ։ J J * т
\ О 11 О

Учитывая, что
при t

при г < t

легко получим

Ф1(с, 0, 0> Ф..(г, б, 0) =

О при г^>а

г -* 2\ о» * I ------- I « ,
2са х’ 1 cos к2 • , / г- I ,1—к i ,•՛ •՛! ՛•՛ у.------ 7֊ >.------ -  ------7rrrks\nkrJ t (f- — г) dt при r<a 

fc=։------- Г (k-------------------- J
\ 2 /

1 ’ а с с м а т pи ва я и и тег ра л 

f tdt ___  _ | аг г՛
J Л|/ /2 г՜ ak

dt
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получим

Фх(г, 0, 0) Ф2(г, О, 0)

Вычисляя дг и </Ф.. дг при г — 0, а также учитывая, что при
г — а величины

I а* - г։
ак

остаются конечными, получим при г а

^Фх| г>ф*
дг . дг I

где 0(1) означает остальную часть, которая остается ограниченной.
Таким образом, при движении тонкого крыла н неограниченной 

среде жидкости, полученная функция Ф (г, ՛>, г) симметрична относи­
тельно плоскости ху, что и следовало ожидать.
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Հոդվածում դիտարկված / ան սեդծ ելի 'ւևդուկի ծ իջավալրա t! սլլանաւ1 

շրջանաձև թե ft ջարմա մը էկրանի ծ ո tn •

Թեի հառաա թ լանր հաշվի է աոնվուէ!՝, վերցնելով նրա վերին ե ներ- 
ըին մ ակերե ա /թների համար տարրեր հավաո ար ո I մներ;

Կարմա մը դիտվում է ւդաէմւնցի ա լւռ լին;
Տ րվամ է ա րաէլա թ քան պո ւււհ՚հ դի ա / ր ներկայացնող էիանկցիալին վե- 

րաղրվ"4 եդրալին պ ա / tl աններր ;
Հոդվածամ տրվում է դլանաքին կոո րդ ին ա nun լին ռիաոեմ ում հարմռ- 

',՚{>կ ф (ր- •>, z) ֆռւնկցիալի կաոոi ijm if ր . որ{> արարո ւմ է դրված ( 7 ),

(Տ), ( ') ( 10ձ) և { ԷՕՀ)] եղրալին պա ք մ աններին ; Կատարվում է ալդ ֆա.նկ֊ 
ցիա/ի և նրա մ ուռնակի ած ան ցի աչն ե րի ո ւ.ռ ա մն ա սի րութ ; ան ր։

Կառուցված ф (՜г> >1• Z) ֆունկցիան րավարարամ է Ъ(х,у> z) ֆունկ- 
ցիա/ին վերադրված պ ա ր1 անն /> րին , րացի թևի th ահ ի եդրադծում արադւո.~ 
թ/ան վե րջ ավո ր լիներււ սլա /մ տնից ;

Որպես մասնավո ր դեպրեր դի տ ա րկվ ում ևն րարակ (J հի ջարմա մը 
էկրանի մ ո ւո, վերջավոր । ա աո ա իք / ան ունեցաք թ հ ի շարմուծյւ ‘էեդուկի ա՚հ- 
ռահման ւոարածւււթլան մեջ ե րարակ (մեի շարմա tl ր հեղուկի անոահ։! ան 
տարածուքյլան մեջ; Որպես օրի՚Ոակ դիաարկվամ է Ф^Г, U.zJ ֆունկցիայի 
և նրա ՚ . ■ ածա՚հցրււքի ռրոջա մր անռեդւ1եքի հեղուկի անոահ։! ան
տարած ա թ լան մ՛եջ րարակ թեի չարմ մ ան դեպ .րռւմ. երր թևի մակևրեա լթի 
• ավաոա ր/ո մը արված է Z Ч-X տես րով 1

Л. M. BARKH00DAR1AN

THE MOVEMENT OF A CIRCULAR WING NEAR THE SCREEN

S il in m ary

In this paper the movement uf a circular wing- in the plane near 
the screen in the middle of an incompressible fluid is considered.

The thickness of the wing is studied by taking different equations 
for its upper and lower surfaces.

The movement is considered as a potential one. The potential of 
the velocity is desingnaled by ? (*', //. ■). In the paper the construction 
of the function (r, û, z) is given, which satisfies the boundary con­
ditions of the function 7 (.v, y, z), except the continuity condition of 
velocity at the back margin of the wing.

We consider a few particular cases of the posed question.
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