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ЗАДАЧИ БОЛЬШИХ УПРУГИХ ДЕФОРМАЦИЙ ДЛЯ 
СИММЕТРИЧНОГО РАСШИРЕНИЯ И ВЫВОРАЧИВАНИЯ

НАИЗНАНКУ СОСТАВНОЙ ПОЛОЙ СФЕРЫ

В работе Грина и Шилда [1] и в книге [2| с помощью функции 
энергии деформации общего вида решается задача симметричного рас­
ширения однородной сферической оболочки из несжимаемого мате­
риала, когда на внешней и внутренней поверхностях оболочки дей­
ствуют нормальные, равномерно распределенные нагрузки.

Армани [3] впервые рассмотрел задачу выворачивания наизнанку 
сферической оболочки. Он выбрал функцию энергии деформаций так, 
чтобы главные напряжения были линейными функциями от главных 
удлинений. Задача выворачивания наизнанку однородной сферической 
оболочки из несжимаемого материала в наиболее общей форме иссле­
дована в работе Эриксена [4].

Задача симметричного расширения и выворачивания наизнанку 
толстой сферической оболочки из сжимаемого материала решена Гри­
ном [5, 6].

В настоящей работе эти задачи рассматриваются для оболочки, 
составленной из нескольких надетых одна на другую и спаянных по 
сферическим поверхностям изотропных сферических оболочек из раз­
личных упругих материалов.

В работе Варганы и Панде |7} исследуется задача симметрич­
ного расширения концентрических сферических оболочек из различ­
ных несжимаемых, упругих материалов.

1. Пусть толстая сферическая оболочка, состоящая из п одно­
родных, изотропных и несжимаемых слоев, деформируется так, что 
точка оболочки, занимавшая первоначально положение (?, О, с) в си­
стеме сферических координат с началом в центре оболочки, перехо­
дит в точку (г, & ?). Тогда радиусы > • • • I граничных
сферических поверхностей не деформированной оболочки после дефор­
мации переходят в г1 2> г., ... г если рассматривается задача
симметричного расширения оболочки, и в г։ < г. <^ ... <^г„ I, если 
рассматривается задача выворачивания оболочки.

Физические компоненты напряжения, возникающие в каждом слое 
деформированной оболочки, определяются соотношениями [1]

5 Известия АН АрмССР, Механика, № 5—6
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< = г"- » = н зш’ О = 1. ф(Ч 4֊ (<? 4֊ ֊) Ч'ю+лм (1.1)

0<*) = оЮ = 0<$) = о •О •»! ••

(к 1, 2....л) 
где

0=^. ф(։)=2А^Щ., .Г(1) = 2^^ (1.2)
г и Д () /2

компоненты контрвариантного тензора напряжений,
/?<А> скалярная инвариантная функция от инвариантов деформации

А и Л,
!₽<*) функция энергии деформации.

Из условия несжимаемости имеем

если рассматривается симметричное расширение оболочки, и 

+ = = г’+,

если рассматривается выворачивание оболочки.
р,к} при симметричном расширении определяется [2] 

о
р(&) = — — 2- 2| (0'4-1)Ф(Лг) • (0-’1>)

Если рассматривается задача выворачивания оболочки, подставля
в уравнения равновесия при отсутствии объемных сил [2]

'({)./ 4՜ Г?»-'<1)4* 1 /г’<% = о

значения символов Кристофеля 1'/, с помощью (1.1) и (1.4) получа*

+ 9'^5՜ +2С?։ зт- +2 ф«> +2 ('г“> =0
откуда

Р{к) ~ + 2 ՝1 (л.

Таким образом, в общем случае определяется выражением

= - 0֊ (О2 Ф«) 4֊ 2՝Г(*>) -4- А.Д) (г) I /Л (1.։

)+2^ (<2։ 1)ФЛ+(е <։•՛
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где Нь —постоянные, а

<?
*<»)(г)=2[ 

о*

«У 1)<М4- ( Ц ; ^։ )ч’(мр<2 (1.9)

при симметричном расширении оболочки и

О
=2( | (О'-пф(.>- | о

при |1Ы11ора>1иванки оболочки.
Подставляя (1.8) в (1.1), получаем 

3К‘ = ’Л)“ ^м(г) 4- /Л

I </1-^ ■ (֊-.֊У=)4-

=<*՛ = =?? = -7? = о

Из условия сцепления

<1 =-^։)1_ (* = 1,2......н֊1)
и—г*-։ 1Г—г1+։

в (1.11) получаем формулы для определения постоянных Нь
I "՝ = ^'и,=/г֊

М.1 ֊ М 4֊ £.41(г44.;)

Нп + Дп, (Г,.,) - =•,' _ = /?..
Г~ Гпт։.

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

где/?։ и R. — нормальные напряжения на внешней и внутренней по­
верхностях составной оболочки.

Задавая один из радиусов г։. г.,..., г. .|, из (1.13) ы из условия 
несжимаемости можно определить постоянные /Л и одно соотноше- 
вяе Между А, и А’.

Л, К: Ш'..|)=»
Х-»

(1.14)

Если же известны нормальные напряжения А\ и А\., то из (1.14)
»’ИЗ условия несжимаемости определяются радиусы г։, г-....... I, а 
затем постоянные /А. В втом случае деформированное состояние 
оболочки определяется разностью А\ R..

2. В качестве конкретной задачи рассмотрим выворачивание на- 
нзнлнку двухслойной сферической оболочки. Функции энергии дефор­
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мации для материалов первого и второго слоя оболочки возьмем 
виде выражения Муни-Ривлина

^<0= СД1։-3)4-£>/(/.-3) (/= 1, 2) (2.1

где С, и /Л—постоянные.
Физические компоненты напряжения будут

= •? е (г) + Н,

(О' 4<2) С, + 21 О’ 4. Л) О, (О'֊40,)С,-2( о» I- (И 

ч' \ чи

где О/ О > 0/-<

Предположим, что деформированное тело остается к форме сфе­
рической оболочки при нулевых внутреннем и внешнем давлениях.

Тогда из (1.14) получаем

Д։)(г:)-г 4։,(г։) = 0 (24

Дальнейший ход решения задачи иллюстрируется на численном при­
мере.

Пусть оболочка в не деформированном состоянии имеет размер« 
Р։ = 20сл/, у. = 18сл։, 15 с.м и состоит из таких материалов, для
которых можно принять

С։ = 2кг'см'‘, С; — 1 кг/елг, /Л = О3 = 0֊

Подставляя эти значения в (2.4), получаем

203 + 03 + 03-80,-40,-40,= о №
Из условия несжимаемости имеем

(У =----------- £----------- — --------------- -------------------
(Р?-г И ֊֊'/Г ((И֊Р4)О|-+-р?р

откуда

0 - ______________________ () х______1А.0*______
(21680? : 8000)՜ * (46250 8000)
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Подставляя эти значения в (2.5), получаем

2 104976 $?_ ______ 50625 (2?__________
(2168 (7։-т 8000) ” (4625 (2? -г 8000 Г՛

(2.6)
_____________2?______________________ 60__________ +8֊ 0

(2168(2? 4-8000) (4625 (.л 8000

Отсюда, используя физически осмысленное решение (2.6), полученное 
на ЭВМ „Наири“, находим

(2, 1.18036, <2,- 0.93951, (]3 0.70850

г։ = 16.9440 см, г.. = 19.1590 с.«, гл = 21.1714 елг

Из (1.13) определяем

/4 = ^ = 0. /< = £0)(г2)

Физические компоненты напряжения будут

= 2 <?’ 8 0 + 5.5606
4

3й = ~; - 2<?’։ - 8<? - 5.5606 (2-7)

где 1.18036>(2 >0.93951

з?? = <2‘ 4(2 -г 2.5817

А _ <2» -֊ 4<2 - 2.5817 (2.8)

где 0.93951 ><2> 0.70850

Как показывают вычисления, радиусы рассматриваемой состав­
ной сферической оболочки при выворачивании ее наизнанку увеличи­
ваются.

Этот эффект имеет место для любой однородной несжимаемой 
сферической оболочки. Например, если взять однородную сферичес­
кую оболочку размерами р։=20с.и, (л. — 15 сл< из ново-гуковского 
материала, т. е. К7 0(4 — 3), то после выворачивания наизнанку 
получим

г, — 16.972 см, гп 21.189 см

Для составной оболочки при определенном соотношении ради­
усов составляющих оболочек, когда материал внутренней оболочки 
сопротивляется упругим деформациям значительно больше, чем мате­
риал внешней оболочки, может иметь место и обратный эффект.

Например, если взять двухслойную оболочку размерами ?։ 20 см,
р2 — 18 см, рз=15слг и принять для функции энергии деформации вы­
ражения

^> = 4 з, ^ = 2(/։-з)

то после выворачивания наизнанку получаем
14.390 см, г.. = 17.267 см, гл 19.665 см
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3. Рассмотрим случай, когда материалы сферической оболочки 
сжимаемы-

В этом случае точка оболочки (?, О,©) в интервале 5'^-1 
в выбранной системе сферических координат переходит в точку 
(г(л}. б, ©), где г(А> ֊ функция от р.

Для компонентов контрвариантного тензора напряжения каждого 
слоя имеем [5]

^) = г^Ф1м+21^кч-и-|.Р(։1

уф“>+С? + -г՜)>г<‘> + уг (3.1)

-\2 —
Ч«0 —

-■.а _ -з\ _ л
чм ЧМ м

где

Ф(М
2

У1^ д!\к>
2 д№(к} п___ д№<к,

I '1^> д/, ' Рм 1 д^> (3.2)

Уравнения равновесия сводятся к виду

— <г--н ) 2 г3 тк•(*)' (*)

или

фиф) ф<*> + ■2 > >ги4-'-?>) Рм = I

= ф(4) + 2 ( + ^л>) 1Г(й+2 {3 3)
Эти уравнения представляют собой нелинейные дифференциаль­

ные уравнения второго порядка относительно функций г(Х.^)-
На внешней и внутренней сферических поверхностях составной 

оболочки могут быть заданы два из следующих граничных условий:

>, *1. = г,
(3.4)

■«1?=РЛ п->|р_=?<>+,-^.1 |

Условия (3.4) и условия сцепления

<3‘1 

являются краевыми условиями, которым должны удовлетворять ре­
шения дифференциальных уравнений (3.3). Если найдены г,^ и г^. , 
которые определяют деформированное состояние оболочки, то из 
(3.1) нетрудно найти ее напряженное состояние.
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Для нахождения '.Н, можно применить другой способ. Для &-ого 
слоя имеем [6|

-7 •£[<։* '•дар -'•(*։)'•(*>-«)! (З-6)

Интегрируя эти уравнения, получаем 

р
\ = — г0^ Г(Ь г<։3 г(1) 1-։.

*1 

где (■>։ > о > р.>

В
] •1 ՛'■-<р - ■ г<»>4» -'»> ’<« I
Р»

где р2 > р > р3 (3.7)

1 ',л г,„) г(,.1 ՛ К'-г - I ■, ?я

?п
где р>, р > рп 11

Из этих уравнений при помощи (3.5) определяются на граничных 

сферических поверхностях оболочки, а затем :*}. для каждого слоя.
4. В качестве конкретной задачи рассмотрим выворачивание на­

изнанку двухслойной сферической оболочки из сжимаемых материалов.
Пусть оболочка нетолстая и деформации такие, что можно при­

менять соотношения геории упругости второго порядка. Тогда функ­
ции энергии деформации материалов оболочки определяются выраже­
нием Мурнагана

1^(0 = 4- ЛУ>./Г 4° Л* УУ » 4֊ 4- -4^՛ /у>

(/ 1, 2)

где з, /у> = лу>-2ту*’-из

ую = /(О дм 4 /(/) _ !

Из (3.2), (4.1) и (4.2) получаем

2
|'¥

(3 Д'/> /у՛-1 В“ 1՝՝> - ду> Д'» 4-

(4.1)

(4.2)

(4.3)

՝Г - ВУ). ^.=2Т Ду А^

Ф,.-) =
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где
Вр = 2АР-4Ар- 18 Ар I * О '•

В") = ֊ 2 Д{'> ֊■ 6 Ар 4֊ 9 Ар + 27 Ар 4- Ар (4.4)

/?у= Д'О —ЗД"> ֊ Ар

Подставляя значения Ф։<> и ։Г<Л в (3.1), получим

9-2 / 9Д10Л 9М։)г2^--$1 ЗА^-У В\‘Ч\" + /V,■>/!,'> 4-±21-֊<11 Д0+ -4-^ -|֊®։4 

V \ ? р

4- 2Л<59 /до

2
(0՛

֊ 4(ЗЛу>/<“-‘н
/до р- 1 '

Вр/р-\ Ар 1р 4֊ вр) + (4.5)

где инварианты деформаций определяются выражениями

'= = ֊?+2-^’ №
Г 1' г /

На основании (4.5) и (3.3) получаем дифференциальное у ранне« 
кие

г2 г2 / ОДО)/.’ 2ДОг֊, \+ л՛;'/уч "• < '■'■/»'-Ь- - | Ву>)-г;

2г г՛^ I 1
ь<’Чо!= *%ЛЛ<'>4'4ву>) г /у I ?՜

2Л-'Чо;'«ГЛ'1 (4-7)

(<■=1. 2)

Пусть постоянные, входящие в 1/]> и I/-), имеют следующие 
значения |8|:

_4<П _ —2.46/сг с..п֊\ ЛУ - 10.9«г/слР, Л"1 = Пкг елг Л"’ = 0

Ар - — 2.76«г/слг

Д") — 5.76кг елг, Ар = 22к1}1см2, Ар — 24кг/слг

А4;) = 0, Ар — — 5.6кг/см:

Тогда на основании (4.5) и (4.7) получаем
3 2 2 2 ■ I

88 ^1)р - 44.4 -^— - 219.6 г(1)? + 104.48^֊^ -171.52֊4Н:
'и) е



где

где

У (֊109.8

;н;= 192Г^-Ю4

228-^֊ 
Р’

= 144—

Г(1>р
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109.8-
Г('1)

154.2
՛>- 

(О'.՛՛

104.48-—,— г- — ? 

г<1)₽г0) 

4-22^- 
ГИ)

Р1 ? -> ''з (4.8) 

.3 г2
- 493 г 228.8 

Г?
Г-'(2Р гГ-’>

Г(2»? 350.8

(2) <2)‘- •' 
г«

Г(->

228.8 Ф1-
К

г
4-176.8—

176.8
- 4----------- |-

Г(2)₽ га)

и>
(4.9)

(- 66֊6'-?.)(;-= + 132 г’„ 109.8 + 52.24^

+ 35.76г,р 44.4^|;Р + 66^);.г„ 109.8 га,/,,, 104.48 -«у»

֊104.48-^-11- 4֊ 71.52, 154.2 "ф -66-^р- 71.52 г ։)=0 (4.10)

&Д-156г^^ 288246-8^, ֊144.4-^-88.4

֊ 104 + 144 г(։, ֊ 246.8 г(г>+228.8

-э г-
- 176.8ги)?? -350.8 144- 176.8 г.2) 0 (4.11)

Для решения дифференциальных уравнений (4.10) и (4.11) необ­
ходимы конкретные граничные условия.

Пусть сферическая оболочка размерами - 20сле, у;==19с.и, 
й - 18с.и из вышеподобрапных материалов выворачивается наизнанку 
так. что внешняя и внутренняя поверхности после деформации оста­
ются свободными от напряжений. Отсюда имеем следующие гранич­
ные условия:

'о)|р-?.= 0։ ил» нз (4.8) 

52.24 Д-т35.76 I । 22.2 (4.12)

где знак перед корнем выбран из геометрических соображений;
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Эти граничные условия достаточны для решения дифференциаль­
ных уравнений (4.10) и (4.11).

Задача решена с помощью вычислительной машины „Наври 1“. 
Программа составлена так, что, задаваясь г։ и решая дифференциаль­
ные уравнения (4.10) и (4.11), добиваемся удовлетворения (4.13). При 
этом граничные условия дифференциального уравнения (4.11) опре­
деляются из (4.13) и (4.14) после решения (4.10). Подставляя полу­
ченные значения гг11Ч, г12) и г( в (4.8) и (4.9), получаем ком­
поненты контрвариантного тензора напряжений.

Результаты численного решения с точностью до последнего 
знака приведены в табл. 1. Здесь же, с целью сопоставления, в скоб­
ках приводятся результаты соответствующих величин для выворачи­
вания сферической оболочки из несжимаемых материалов, т. е. когда 
в (4.1) принимается 1.

Таблица I

№ слон ? 
п см Г В С.М г> •” а м/с.« 5 г2՜33 II лг'сл’

20. о 17. ֊1685(17.6893) 1.2444 о.оооо( о.оооо)! -1.2484(—2.6382Й
19.8 17.7126(17.9389) 1.1969 -0.0407(-0.0747) 1.6550( -2.6777)

Первый 19.6 17.9476(18.1769) 1.1534 -0.0839(—0.1384) 1.7017(—2.3191)'
слой 19.4 18.1741118.4042) 1.1126 0.1221( 0.1854) -1.51ОК-1.7644)

19.2 18.3927(18.6216) 1.0734 0.15Ю( 0.2148) -1.1556(-1.134И
14.1) 18.6035(18.8297) 1.0352 —0.1686( 0.2280) 0.6887( 0.4956)

19.0 18.6035(18.8297) 1.0362 0.16861-0.2280) 1,2560(—0.7715)
18.« 18.8070(19.0291) 0.9983 - 0.1803(- 0.2361) 0.1394( 0.4833)

Второй 19.0029(19.2203) 0.9606 —0.1673( 0.1998) 1.0707( 1.7173)
слой 48.4 19.1912(19.4038) 0.9225 -0.1310(-0.1524) 2.3232( 3.1325/

18.2 19.3718(19.5801) 0.8837 —0.0738(-0.0858) 3.5756( 4.0988)
18.0 19.5446(19.7496) 0.8438 0.0000(-0.0000) 4.7894( 5.0671
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Из таблиц видно, что при выворачивании двухслойной сферичес­
кой оболочки учет малой сжимаемости материалов (соответствующей 
коэффициенту поперечной деформации ' ֊ 0.47 при переходе к линей- 
нон теории) значительно изменяет напряженное состояние.

Такой эффект имеет место и для однородной сферической обо­
лочки.

В качестве примера рассмотрим выворачивание однородно!։ сфе­
рической оболочки, которая изготовлена из материала первого слоя 
вышерассмотренной двухслойной оболочки.

Пусть оболочка имеет размеры = 20 ел» и = 18сл։.
В табл. 2 приведены результаты численного решения задачи, 

когда внешняя поверхность переходит в свободную от напряжений 
внутреннюю поверхность (г, 18слг).

Таблица 2

н см г п с.и гр -։։ R к։.!См2 г3՜32 и к։ 1см-

20 18.0000(18.0000) 1.1860 0.0000( о.оооо; -1.6537(—2.6634)
19.6 18.4577(18.4715) 1.1040 —0.0783(- 0.1189) 1.3989(-1.8849)
19.2 18.8839(18.9026) 1.0279 0.11971-0.1711) 0 5374( 0.6371)
18.8 1^.2801(19.2984) 0.9531 0.1142( 0.1650) 0.6107( 0.5951)
18.4 19.6462(19.6631) 0.8764 —О.О646( 0 1147) 1,8696( 1.8542)
18.0 19.9806(20.0000) 0.7950 0.0203(—0.0236) З.Г204( 3.4895)

Результаты численного решения задачи, когда после выворачива­
ния внешняя и внутренняя поверхности свободны от напряжений, при­
ведены в табл. 3.

Таблица 3

о в см г и с.и 5 -։։ И Л-Г.С.«3 Г2՜՜՜ В К1 'см2

20.0 17.8997(18.0791) 1.1965 С.0000( 0.0000) 1.6251 (-2.6273)
19.6 18.3612(18.5467) 1.1130 О.0809( 0.1131) —1.4779(—1.7650)
19.2 18.7910(18.9744) 1.0361 —О.1276(-0.1593) —0.6645(—0.5112)
18.8 19.1909(19.3673) 0.9615 ֊0.12741-0.1489) 0 4629( 0.7138)
18.1 19.5600(19.7295) 0.8850 — 0.08221 ֊0.0952) 1.7175( 2.0857)
18.0 19.8930(20.0641) 0.8040 0.0000( О.О(КЮ) 2.9742( 3.6730)

В этих таблицах сопоставляются полученные численные резуль­
таты с соответствующими результатами для сферической оболочки 
из несжимаемого материала.

Заметим, что радиусы ни сшней и внутренней поверхностей од­
нородной сферической оболочки, изготовленной из сжимаемого мате­
риала, при выворачивании наизнанку могут уменьшаться, если поверх­
ности после деформации остаются свободными от напряжений, что 
невозможно в случае несжимаемого материала.
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1Ь 11 Մ1|ք$Ջ8Ան

ՐԱՎԱԴՐՑԱԼ ՍՆԱՄԵՋ ԳՆԴԻ ՍԻՄԵՏՐԻԿ ԸՆԴԱՐՁԱԿՄԱՆ ԵՎ
ՇՈԻՌ ՏՐՄԱՆ ՀԱՄԱՐ ՄԵՆ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՌԵՖՈՐՄԱՑԻԱՆԵՐԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐԸ

I). մ փ ո փ ո I մ

Սշիւա տանրորմ մեծ ասածզական դեֆորմ ացիսրների տեսության ~>ի- 
ման վրա '/ ի աս։ յ՚կվմ է րորորրեյր արրաձզական ն/ո ։ թ ե րի զ պատրաստված 
և զնդտյին թազան թներ ներկայացնող շերտերից կազմված րաղադրյալ թսք 
գանթի սի մետրիկ րնզսրրձակմտն ե շա ո ար։>՝ան իրն զի րն ե րր I II.շխ էս տտնքի 
աոաջին կեսում րն գտնվում է, որ գնդային թազանթը կազմված է nA’ 
հեզմեյի ն Jtti թերից, իսկ [‘հէ*”է'’ե կեսում Տաշվի Լ տոնվէսյք նյութերի 
ս եզ մ ելիտ թ լան ր։

1'երվտմ են թվային օրինակներ, որոնցում ու սումնասիրվոէ մ Լ սհզ- 
մևյիսւթքան արլգեցությսւնյչ րազմաջերտ ե համասեո զնգային թաղանթների 
շարւ տյւման ժամ տնակ։

R. E MKRTCHIAN

PROBLEMS OF LARGE ELASTIC DEFORMATIONS FOR 
SYMMETRICAL EXPANSION AND INVERSION OF 

COMPOSITE HOLLOW SPHERE

Summary

The solution of the problems of large elastic deformations for 
symmetrical expansion and inversion of a composite hollow sphere, 
composed of different elastic spherical shells are considered. Both cases 
of incompressible and compressible materials arc investigated in Inis 
work.

In particular the solution of the problem of inversion of a hollow 
sphere composed of two layers is considered in detail (the cases ol 
incompressible and compressible materials are investigated separetely).

The effect of compressiblity for the inversion of composite and 
homogeneous hollow spheres is investigated by the help of numerical 
examples.
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