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В. Н. МОСКАЛЕНКО

СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТОЛСТЫХ ПЛИТ

Дается решение задачи динамической теории упругости о соб­
ственных колебаниях полубесконечной плиты при произвольных гра­
ничных условиях на боковой грани. Решение строится в виде беско­
нечного ряда, каждый член которого удовлетворяет динамическим 
ура-֊нениям теории упругости и условиям на верхней и нижней гранях 
плиты При помощи предложенного В. В. Болотиным [11 асимптоти­
ческого метода полученное решение используется для решения за­
дачи о собственных колебаниях прямоугольных влит при произволь­
ных условиях на боковых гранях. Полученные решения сравниваются с 
результатами применения классической и уточненных теорий пластин. 
Показывается, что решение по классической теории соответствует 
сохранению первых двух, а по уточненным первых трех членов 
ряд?.. При этом уточненные теории дают удовлетворительное прибли­
жение всюду, кроме узкой пограничной зоны, имеющей порядок по­
ловины толщины плиты.

1. Пусть упругая изотропная полубесконсчная плита толщины 
Л —2с(0<х։< ос, — — с *э Сколеблется с часто­
той ՛. Решение уравнений Ламе для амплитуд компонент перемеще­
ния

(л д_ u) ----- 1_ и. и։з м/ « о (1.1)

ищем в следующем виде, удовлетворяющем условиям ограниченности 
при Х։ — со, х2—> ±

Uj = Г։ (хъ х.) sin к2 х2> и2 = F2 (xn х3) cos к., х2, и9 ~ Г3 (х։, ха) sin к2 х2

Здесь л, р—упругие постоянные Ламе, ? —плотность, А опе-
дхк

ратор Лапласа, к2 — волновое число. Функции будем искать в виде 
ряда

со

^7 (*։, х3) (*з) exp ( — qn х։) (1.2)
п֊0

причем Re qn .> О, а каждый член разложения вектора перемещения 
Uj удовлетворяет условиям свободной поверхности на гранях х3 — z = 
= ± С*
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Из симметрии задачи относительно плоскости 2 = 0 следует, 
что колебания плиты разбиваются на симметричные и антисимметрич­
ные. В дальнейшем нас будут интересовать только антисимметричные 
колебания, при которых /з,։ четная, а и /> —нечетные функции 2.

Удовлетворяя уравнениям (1.1) и условиям на свободной поверх­
ности, получаем для определения д характеристическое уравнение, 
распадающееся на два:

с./) г1 с = 0 (1.3)

4 Гл г3 (— д'֊ ф к’-) II) г։ с = (к՜? (/-— п)ЧЬг3с (1.4)
Здесь

•Э А | ■ •> 11
г։ = ( — д֊ 4- к1) — — , г;( = (—д~4- £5) — - ՝ -

В 3 I '-4֊2р

Кориям уравнения (1.3) соответствуют следующие выражения для /}:

, ... 11 , А . ?.(2'п И) , _/, — Х1к251П-------- г, ]п_ —Ддзн։------------- г, /3 — 0
2с 2с

Выражения, соответствующие корням уравнения (1.4), имеют вид:

/։ (г) ֊- - Вд [2 г\ г3 сЬ г3 с зЬ г՝ г — ( — </- 4՜ «՛ •- г '■) сЬ г։ с зЬ г3 г|

/.„■ (г) В.к.-, |2 г1 Г’з сЬ глс эй Г. г — ( — д'՛' к": г[) сЬ г, с зЬ г, г]

Л (г) = В г3[2 ( - д" Лз) с!։ г3ссЬ г։ г — ( д- 4- к:> и) с!» г։ с сЬ г3 г ]

Отметим, что д, г, и т, вообще, комплексные величины, поэтому 
под В следует понимать комплексные постоянные.

2. Из требования ограниченности каждого члена разложения (1.2) 
вытекает требование Ре д > 0. Будем считать, что существует по 
крайней мере один чисто мнимый корень д / к3, то есть нс рассма­
триваем колебания, полностью сконцентрированные у края плиты. Ха­
рактеристическое уравнение приводит в этом случае к уравнениям 
частот для бесконечной плиты

сЬг։с = 0 (2.1)

4г։г3(1-| : к}) 1Ь ггс = (к\ Г к՝} 4- и )г г3с (2.2)

Здесь

Г1 Г։=1(*; + й ф '■
р I I л 2 и

Решение уравнений (2.1) и (2.2) при фиксированной толщине 
Л — 2с можно выразить в ни. де

։՛> — >՛>/ (к:г 4

причем соответствует первому корню уравнения (2.2), а «я.» явля-
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ется первым корнем уравнения (2.1). Нанесем в плоскости ОЛ2и> кри- 
Область I соответствует отсут-вые =1и։(£2) и и>—(фцГ. ]). 

стлию действительных значений 
ствовавию только одного корня; для 
больше действительных значений ку. 
Рассмотрим корни, соответству­
ющие области II. Пусть к1 и А\> 
малы, тогда разложение уравнения 
(1.4) дает в качестве первого при­
ближения для первого корня выра­
жение, совпадающее с результатом 
классической теории

Ч = (^Ч֊2^)’' (2.3)
Второе приближение дает значение, 
с которым согласуются результаты

область 1! соответствует суще- 
области III существуют два или

Фиг 1.

уточненных теорий
1 -2*

2(1 -v)

Разложение ио малому параметру ; = р«г (2ji R}՜', R՜ q" к\ . 
уравнения (1.4) дает в первом приближении уравнение для определе­
ния других корней

sin 2 Rc — 2 Rc

Кории характеристического уравнения (1.3) могут быть записаны 
в явном виде

. im — 1)'*-' г-' у и? Г •qm - к: > (т 2, 4, 6,...)
4cJ р |

С наименьшим корнем (т 2) удовлетворительно согласуются [2| ре­
зультаты применения уточненных теорий [3,4].

3. В задаче о собственных колебаниях прямоугольной толстой 
плиты применим асимптотический метод, предложенный В. В. Боло­
тиным [1]. Этот метод основан на приближенном представлении формы 
собственных колебаний в виде суммы из соответствующего асимпто­
тического выражения и набора корректирующих решений. Не удовле­
творяющее, вообще, граничным условиям асимптотическое выражение 
определяет вид формы собственных колебаний и носит название по­
рождающего решения. Удовлетворение граничным условиям осущест­
вляется путем добавления набора корректирующих решений, облада­
ющих свойствами краевого эффекта. По аналогии со статическим кра­
евым эффектом отклонение от асимптотических форм колебаний, име­
ющее место вблизи искажения, носит название динамического краевого 
Эффекта.
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Порождающее решение будем искать в виде
и։ — Ло М cos к3 {хг — хм) sin Е (л\. — л-.м)

«ï = /a> (*) sin Æj (х, — х։0) cos к-. (х.. — х.м) (3.1 )

"з ~ /зо (*) sin Д', (хх — xJ0) sin к. (х2 — х.,0)

где Z.-։, к-.— волновые числа, х10, х20 — постоянные. Подставляя выра­
жения (3.1) в уравнения (1.1.) и удовлетворяя граничным условиям 
на свободной поверхности z - ± с, получаем, что волновые числа 
Æj, k2 должны быть связаны с частотой ю уравнением (2.1) или (2.2). 
Будем считать, что точка А։, к2, расположена на поверхности

к,), то есть соответствует первому корню уравнения (2.2). В 
этом случае порождающее решение дается выражениями:

/10 — Во Ах [2 rx r3ch ra с sh г։ z (к! кг -i- ri ) ch г, с sh r3 z]

Ло = Д) A-[2 П r3ch r3c sh r ։ z — (к] ■ kl — rf) ch rxc sh глг\
fm — [2 (Aï 4- k'i) ch r3 c ch r։ z — (k\ 4 k': -f- rï) ch rx c ch r3 zj

Решение, выражающее динамический краевой эффект вдоль края хх - 0, 
имеет вид:

lli к ։ (л'п ?) sin к2 (хц — х20), и,. = Г.. (х։, z ) cos к.2 (х2 — х20)
1,з ~ (*j» *) 3»п Аг

где
ОО

А/ ( -<։, 2 ) f }„ ( z) exp ( — qn xx )
П—1

причем </,, пробегает значения всех корней уравнений (1.3), (1.4) е 
неотрицательной вещественной частью. Будем считать, что ни один 
из показателей q„ в выражениях (1.2) не является чисто мнимым, так 
что выполняются неравенства Reç„^>0. Это приводит к требованию, 
чтобы точка (Д'., к.) лежала в области 1 (фиг. 1), то есть удовлетво­
ряла неравенству

"’г(Ai ։ к՜:) (Лгг) (3.2)
Аналогичные рассуждения для края х. = 0 приводят к неравенству

»"։ (Ai кг ) < wa ( А» ) (3.3)

Условия (3.2) и (3.3) сводятся к требованию, чтобы точка (А\, А'._) ле­
жала в ограниченной области, близкой к квадрату ~ “//։ (фиг. 2). 
Это означает, что длина /. полуволны порождающего решения должна 
удовлетворят^ неравенству где /<. Аналогичную область
для отсутствия вырождения динамического краевого эффекта дают 
также уточненные теории |2].

4. Рассмотрим собственные колебания заделанной по контуру 
прямоугольной толстой плиты со сторонами а։, о֊. Введем ортого­
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нальную систему функций (г)}, полную на интервале (—с, с). 
Тогда условия заделки будут эквивалентны бесконечной системе урав­
нения

со
^0 (/10> X՞1) COS Xjq Re'S /3>i {fm, /_m)

00

— ^0 ( /»> Zrn) sin *1 *10 + & (/2». /.<") = 0
ii==I

O.‘
(fsth 7.™) x։o Re^, 7.™} ~-.O 

n— 1 

(4.1)

(?> k) 9՜ ? (г>
-c

Характеристическое уравнение системы (4.1) имеет вид
Дм cos х10 Д21 sin A'j xJ0 - О

Отсюда получаем
г Д11
^д-10 arc tg —-

д2։
Аналогичное решение справедливо вблизи края х։ — п։. Из условия, 
что порождающее решение должно совпадать в обеих системах, полу­
чаем уравнение для определения волнового числа к}’

т’, arctg—11 -|- (rn} == 1, 2...) (4.2)Т. г. \х

Аналогичные рассуждения для граней л֊. О, а; приводят к уравне­
нию

тп’нз—г-^:- = —arctg Л’- 4֊ (тй 1, 2,...) (4.3}
77 "7

Пересечения кривых (4.2) и (4.3) дают числа т'} и (фиг. 3).
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Рассмотрим первое приближение, полагая коэффициенты со вто­
рого равными нулю (Я. // = ... = ()). Кроме того, будем считать,
что /0 — четная, а /։ нечетная функции г. Представляется естест­
венным сохранить равенство нулю осредненного прогиба и осрсднен- 
ного поворота относительно касательной к контуру. Это даст выра­
жение для ЛЪ

т-։ = -arctg âfflZuî. л. Ш1։ = z„) (4.41
" /зоолц

Второе приближение дает

2-arclg--------------- Л..А®)-------------------------------- ,П1 (4 5)
~ /ш Osai/зю /.и /зхР /121 (Ли Лоо“Ло1 Ли»)

5. Классическая теория дает для т\ следующее значение [5], 
которое соответствует первому приближению (4.4)

. 2 .т. = ֊— arctg—7.------ — ֊— ni-.

Уточненные теории изгиба пластин [3,4] дают [2| для приведенных 
волновых чисел

тп, = —arctg____ +
г п ; 2(Â-î : ni--2^(7?-I

z/. . о/ц 17 —б՝* ч г. Г 10 2(1֊ь V) 2о. — (к'; 4՜ 2 кг.) ---------- ? ՛ о- = к.՜, • — - -------- ■ ’> <»*11 ' - 5 Е I Ч՛ I 2 К֊ Е

Результаты уточненных теорий соответствуют второму прибли­
жению (4.5). При этом в уточненных теориях в случае учета искривле­
ния нормального элемента тангенциальные условия заделки hi j — 0 
заменяются интегральными условиями (и;. 2, z) 0.

6. Выбирая в качестве функций /„ функции
7 (2/+ 1) .. . (2/4-1) n 1 о s/•г/ = cos —- ---- --  z, /.<{ ( sin --------- --  z (/ » 0, 1,2,...)

2c 2c

рассмотрим колебания полубескоиечной плиты с защемленным краем 
при коэффициенте Пуассона ՝> ֊֊ 0.3. Пусть ' кх к: — “/20/г, т. е. 
длина полуволны порождающего решения >■ равна двадцати толщинам. 
Для tg /<։л-10 классическая теория дает значение 0.5774, уточненные 
теории дают 0.5644; первое приближение приводит к 0.5641, второе - 
к 0.5644; приближению с сохранением шести членов ряда соответст­
вует 0.5646. Сравнение этих данных дает, что для определения т\ , 
т*2 н случае колебаний прямоугольной защемленной по контуру плиты 
можно с удовлетворительной точностью использовать результаты, по­
лученные по уточненным теориям [2]. Вычисления показывают также, 
что уточненные теории дают удовлетворительное приближение для
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медленно затухающей с удалением от края части поля смещений. 
Зона затухания быстро затухающей части решения определяется ве­
личиной наименьшего отбрасываемого корня г/— (7.5 2.7/) Л '. По­
лагая, что величиной ехр(—3.75) можно пренебречь по сравнению с 
единицей, приходим к выводу, что уточненные теории дают удовле­
творительное приближение всюду, кроме узкой краевой зоны порядка 
полутолщины плиты. Вычисления, проведенные для других длин полу­
волн (л 10/?, / — 5Z?) приводят к аналогичным результатам, причем 
с уменьшением длины полуволны наблюдается тенденция к некото­
рому увеличению погрешности результатов, даваемых уточненными 
теориями изгиба плит.
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V. N. MOSKALENKO

FREE VIBRA HONS OF THICK PLATES

S u m ni а г y

The solution of free vibration problem is given in series for a 
semi-infinite plate. By means of V. V. Bolotin's asymptotic method 
this solution is used to solve the free vibration problem for rectangular 
plates. A comparison is made with the results of the three-dimensional 
theory and the classical theory as well as E. Reissner’s and S. A. 
Ambartsumian's refined theories. The comparison shows a good agreement 
with the three-dimensional theory and the refined theories.



64 В. Н. Москаленко

ЛИТЕРАТУРА

1. Болотин В- В. Красной эффект при колебаниях упругих оболочек. ПММ, т. XXIV, 
мы։։. 5, 1960.

2. Москаленко В. II. К применению уточненных теорий изгиба пластинок м задаче о 
собственных колебаниях. Инж. ж., т. I, ямп. 3, 1961.

3. Амбарцу.ммн С. А. К теории изгиба анизотропных пластинок и пологих оболочек. 
ПММ. т. XXIV. пып. 2, 1960.

4 Reissner Е. On the theory of bending of elnsiii plates. J Math. Phys., v. 23, No. 4, 
1944.

5. Болотин В. В., Макаров Б. П., Мишенкоо Г. В.. Швейко Ю. Ю. Асимптотичес­
кий метод исследования спектра собственных частот упругих пластинок. Сб. 
статей „Расчеты на прочность", аын. О, 1960.


	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63

