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КОЛЕБАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРОИЗВОЛЬНОГО СЕЧЕНИЯ

В настоящей работе рассматриваются задачи свободных колеба­
нии цилиндрической оболочки произвольного поперечного сечения, 
причем вдоль образующих срединная поверхность оболочки может 
претерпевать изломы в конечном числе точек. Введением функции 
обобщенной кривизны определение собственных частот свободно опер­
той оболочки сводится к отысканию собственных значений бесконеч­
ной матрицы, которой соответствует нормальный определитель.

1. Уравнения колебаний нагибного типа цилиндрической оболочки 
произвольного поперечного сечения имеют вид [1, 2]

ВТ Eh и а-
(Ы)

՝"<>։= де-

Здесь сохранены общепринятые обозначения, по следует отме­
тить только, что а и 3—длины дуг соответственно по образующей 
и по направляющей, к (^) - главная кривизна поперечного сечения.

Кривизну оболочки, срединная поверхность которой имеет из­
ломы, можно представить в виде

■V
*(Ю = М?)-г2 тЛ<?. Ю (1-2)

ИНТерпретируя углы излома как импульсы кривизны, сосредоточенные 
вдоль образующих fa, .V число изломов, (3) — вместе с произ­
водно# непрерывная функция.

Использование обобщенной кривизны для расчета контактных 
задач мы встречаем у А. Г. Назарова [3|. В дальнейшем это нашло 
применение и в работах [4—71.

Здесь рассматриваются замкнутые оболочки, поэтому /<։ (fa и 
1 0. fa) представляются в виде рядов

ОО
*1 (3) у t V (а7 COS т bj sin ц/3)

2 /-I
CO

1 (fa fa ) — -у + У (cii cos Н/З 4- (hj sin У7₽) (1.3)
2 y-1



52 Л. Л. Мовсисян

где

«/ = ֊ Г <=,(?) COS ь-?</(։, Ь, = 4 (Мй^пН/М (1-3) 
pn J PoJ

II О

cos Ji/ fa у sin цу -/« 2теу
со — q ' "U — ’ 17-----~

։"о го Ко

а fa длина поперечного сечения.
Решение (1.1) ищется в виде

<х

= е'՜' sin а(?<J) cos •»„ 3 - sin р„ 3)
цсД|

(1.4)
ОО

w = е'1;' sin i.m7. У (w֊11 cos |i„P - sin |*Лр)
Z1 • ֊0

Здесь <՛> частота колебаний, /Я1 = а /—длина оболочки.

Как видно из (1.4), э и го удовлетворяют условиям свободного 
опирания на торцах.

Подстановка (1.2) (1.4) в (1.1) для определения аА։) ,
дает следующую однородную систему бесконечных уравнений:

л*
/4.,,,/У1' |-£, (ш^1', —2 ШС2)) ^ ()

«.$•>) V -Д»^) - О

(1.5)
■V

5^,-4'» £, (?<'», ?<«) V Т/:„,£,(?<», 9<’|) = о 
/-1

Л’
В„„^> - М‘‘”, ?<?) У 7,Л.Д ( г<”, ?«>) ֊ о

Здесь введены следующие обозначения:

^П>п = 1 ('f֊m Р |‘;)2, В!пп D(r,n - U^)“ — ?Л<У2 

с Л

/'2 ”

£։ (:£•</>, W^>) = ֊у У («п-9 w<l) — bn-4W^) 4-

֊г ’>

СО СО

+ 2 (а9-л w(9J)+ b4-„ ) V (а,^я — 6,/4-п

Ч—л q -О
(1.6)
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4(Ц!’> <'> ~г (а„.,^+ь. ,и^) 
ч -I

ОО во
֊: У (о,,-« и՛1,;’ — Ь.,-„ 1 ) 4֊ У (։о(9։> - а., ■«/-•') | (1.6)

л«-՝« •?—։

£/(1о<г‘՛, -а-*;') г‘т V (с</; -г с/,,,™;֊’) 
'/-О

Из условия нетривиальное™ решения систем։»։ (1.5) определя­
ются частоты колебании оболочки.

Легко видеть, что определитель системы (1.5) нормальный, сле­
довательно, итерационный процесс определения частот сходится.

С практической точки зрения, когда интересно определить наи­
меньшею и близкие к ней частоты, в общем случае, можно пользо­
ваться следующим способом. Вначале определить главную гармони­
ку колебаний [8]. Вместо (1.5) взять каноническую систему, т. е. 
в выражениях Д։, А. и А,- оставить только члены с индексом п. За­
даваясь значением т, нужно определить то число п, при котором ча­
стота будет наименьшей (т 1). Соответствующая ей гармоника 
будет главной на том основании, что среди прочих форм она наи­
более близка к истинной форме колебаний. Естественно, что после 
главной гармоники наиболее близкие к истинной форме будут гармо­
ники, непосредственно примыкающие к главной, поэтому собственные 
частоты, найденные уже в первом приближении, можно последова­
тельно улучшить.

2. В случае оболочек открытых профилей расчеты, приведенные 
в предыдущем пункте, достаточно укорачиваются.

Для свободно опертой по четырем кромкам оболочки кривизну 
можно представить в виде

А ” У ci/cos Ру/ 4֊ —V у sin sin 
/=0 b f-1 j-l

Здесь р, , b— длина поперечного сечения. 
о

Тогда решение системы (1.1) ищется в виде

ОО
? е!"։ sin i.,„a У ?л sin 

п — J
оо

w = sin лжл У w„ sin 
л— 1

(2.1)

|.2.2)

Из (1.1), (2.1) и (2.2) для и адя получается следующая одно­
родная система:
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Г 9 Г v “
/Un ?п + ~ Ч---- у- V y։ sin ji„3; V ц»7 sin j*,p/ — 0

2 b Й Д
•1

B,nnwn— L^q)
2/,; л՛ ОО

v sin !чД = 0

Здесь

'1 ’ (lq — n

ь -

Частоты оболочки определяются из условия приравнивания пулю 
определителя системы (2.3). Относительно решения этой системы все, 
сказанное в и. 1, остается в силе.

Как частный пример, рассматривается двугранная складка с уг­
лом излома находящимся на расстоянии 6, от начала координат. 
Система (2.3) в данном случае принимает вид

Qv 00
ЛГ.|„'Р„ ',rm sjn u„/>1 у sin — О

-г-1

2" 90
Д-nnUb. j- sin У sin а,,6։ — О

(2.4)

'/֊>
Частотное уравнение получается из (2.4) путем исключения и шп 
и имеет вид

4Eh । sin* ’y6։ хи____ Sin՜՜ *4, 6,______ __ q (2 5)
62 (/i 4- — JA՜)3 — '-W

В таблице 'приведены значения первых четырех безразмерных 
р/՜ ш*

частот ----» вычисленных по (2.5) для складки с размерами

6/7= 1, 6/6, - 2, 6/А -20 (т = 1).

Табла^а /

п 0 .,6 =/4 г./З т./2

1 0.0892 0.3332 0.5376 0.7064 0.8998
2 2.230 2.545 2.994 3.656 5.333
3 J5.07 I5.31 15.62 16.08 17.50
1 S5 75 57.06 58.82 61.61 72.33

Сумма первого ряда (2.5) была вычислена с точностью до 10՜ ՝, 
а из нтородр ряда были взяты десять членов.

Как видно из таблицы, угол излома оказывает наибольшее влия­
ние на наименьшую частоту, и с повышением номера частоты влия­
ние излома исчезает.
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Частотам из (2.5) соответствуют следующие формы колебаний:

к՜’ 1 1 •!л ։ .л ,п«>тп= 2( И ---------- ----- -51П^2*+։р (2.6)
д-_П т 1 (<,}>пл )

На (риг. 1 и 2 представлены формы колебаний соответственно 
для первых двух частот при различных ՛; (/и = 1).

Приношу благодарность В. Л. Ширваняну, выполнившему на 
ЭВЦМ „Напри" основную часть вычислений.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 15 Ш 1968
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II. մ փ ո փ ում
‘Ւիտարկվէււ մ Լ կամ ա լական կարվածքով <ք / անալին ի] աղուն իքի աղատ 

սւաւոանոէ-մնե  րի իւն ւ/ի /ւ/ւ ; I՛1՛ ui ղ ան իժի է) ի ջին if ակերևսւ.(թ(1 ծնի/ի ե/ւկարա.-' 
ի) յամ ր կարող է անենա/ նաև կէէ ա ր ավ ածրնե ր (կոնտակտային իւն ղ իր J ; x/<“ 

տևելով U. Գ. 'bnii/արովին մ ոււ/վա if I, րն ղհան րաyif ած կո րու թ լոսն է համա՝' 
լական կարվածքով փակ ե եւ/րերով աւլաա հե՛սված ւլքանի ոևփական .աւ\ա՝~ 
խ ական II ւ թ լա՛սն երի էլաներ րերվոլէք Լ ( J • 5) ււսէէվերշ ւփւոոեմին համապա- 
աասիւան անվերշ մաարիրա/ի սեւիակա՚Ա արմեքէւերր ղւոհելա.ն; 1‘ոտ որոււ! , 
ար/ մատրիրյալին համաս/աաասքէւանւէւմ է նորմա/ է/եահրմինանin!

I'iiii/ 1<1 ււււ/ւււ՚հIJք: iim) ար ււուաէ/վու մ Լ (2՝մ) սիոահւ) ր:
է' ե րված /„՜ նրա աոաջին '<աէ\ւոիւ ականու թ լո էնն և /ւի արմեքէւերր

կաիւված կոարման ւոնկ(ուհիւ/ ե տտ աան ոսւքնևրի աոաջին ե/ւկու. ձևերր։
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L. Л. MOVSISIAN

VIBRATIONS OF CYLINDRICAL SHELLS OF 
ARBITRARY CROSS SECTION

S u m hi ary

In the present paper the problem of free vibrations of cylin­
drical shells of arbitrary cross section is considered. In particular, 
the middle surface of the shell may have breaks along the generators. 
For contact problems the generalized functions of curvature (1.2) is 
introduced [3]. The determination of frequencies of free supported shells 
js reduced to the finding of the eigenvalue of an infinite matrix.
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