
ЛИЗЦИЖЪ 11112 Ч1‘8П1‘Р-ЗП1’ЪЪЬР|« 1).’«и.'1-Ь1Г1ЧЦП՛ 8ЬЧ.1»1||1.ЧФР 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

<ГЬ]ишБ]>1|ш XXI, № 5—К 196? Механика

В. С. ТОНОЯН

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ БЕСКОНЕЧНОЙ ПОЛОСЫ 
С ДВУМЯ УЧАСТКАМИ КОНТАКТА

Рассмотрена задача о давлении жесткого штампа нормальной 
силон Р на верхнюю границу упругой изотропной бесконечной полосы, 
когда на двух участках нижней границы предполагается скользящая 
заделка. Задача сначала сведена к системе „парных“ интегральных 
уравнений, которые затем преобразуются в систему двух регулярных 
интегральных уравнений Фредгольма второго рода. Доказано, что по­
следнюю систему можно решить методом последовательных прибли­
жений. В частности, при /։ — > ст получена известная контактная за­
дача для полуплоскости*.

* Работа доложена на III Всесоюзном съезде но теоретической и прикладной 
механике.

Осесимметричная контактная задача с двумя участками контакта 
для упругого слоя рассматривалась в работах Н. Н. Лебедева, Я. С. 
Уфлявда [1], Р. Д. Лоу [2] и Ю. Н. Кузьмина, Я. С. Уфлянда [3].

Контактная задача с двумя круговыми участками контакта для 
упругого полупространства рассмотрена в работе В. 'Г. Гринченко, 
А. Ф. Улитко [4].

§ 1. Постановка задачи я сведение ее к системе 
„парных“ интегральных уравнений

Рассмотрим задачу о давлении жесткого штампа нормальной си­
лой Р на верхнюю границу упругой изотропной бесконечной полосы, 
когда на двух участках нижней границы предполагается скользящая 
заделка ((риг. 1), то есть на части верхней границы полосы задается 
нормальное перемещение, а на нижней границе, соответствующей этой 
части, отсутствует нормальное напряжение. Остальная часть верхней 
границы полосы свободна от нормальных напряжений, а на соответ­
ствующей части нижней границы нормальное перемещение равно 
пулю. На всех этих границах отсутствует касательное напряжение.

Будем пользоваться известными выражениями смещений и на­
пряжений через бигармоническую функцию

д^Е_ _ = д~Е
О,)- ’ в> дх-'

1 . дЕи = - I — ах у
Е .1 ду" дх

д-Е 
дхду

аоУ + /?о (1.1)
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где Е— модуль упругости, V коэффициент Пуассона. В силу сим­
метрии граничных условий относительно оси О։/. можно ограничиться 
рассмотрением только праной половины упругой бесконечной полосы.

Поставленная задача состоит в нахождении одной бигармоничес- 
кой в области 0-<_ х< , О < функции /'(х,у), удовлетворя­
ющей граничным условиям

г»(х, 0)=/(х) (0<х<а), ?д (х, 0) = 0 (а<х<сг>) <
Су (х, А) ~ 0 (0<х<в), V (х, Л) -0 (а -< х < а.)

•жу (х, 0) = (х, Л) = 0 (0<х<со) (1.3)
и условиям симметрии

и (0, у) = “лу (0, у) = 0 (0 у Л) (1.4)

Кроме того, при х • функция Е должна стремиться к нулю. Бу­
дем искать решение задачи в виде интегрального разложения Фурье

Е (X, у) = {/1 (а) сЬ у у : В (а) зЬ у у I зу [ С (а) сЬ яе/ 4֊

и

4 £> (а) зЬ те/]} сов тх й « ( ° Х' " : ° ) (1.5)
\0 <«/ < Л /

Здесь Л («), В {у), С (у) и /9 (7| - функциподлежащие определению- 
из граничных условий при у — 0 и у ֊ Л.

Используй формулы (1.1) и (1.5), будем иметь
ас

«X «•'\[А (а) ֊(- 2£)(а)]сЬ уу - [/> (а) ֊г 2С (а)] зЬ гу
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4- «^[С(а)*сЬ  'у - £(?)$Ьэд]} собххс/з 
ж

Зу ®» — (4(з)сЬ зу 4֊ В(») зЬэд + ЭД[С(л)сЬэд 4-
о

4՜ /-?(’) з!» ЭД]} СОХ ЗХс/а

I *жу  = ^։’{(Л (а) й(։)]$Ь։^4-|Я(я)4-С(а)]сЬэд4- 

и

Н эдК’(з)хЬэд £>(а)сЬэд] 51п алсс/т (1.6)

« =-^[«{[(1 гЧЛ(з)4.2Р(։))сЬэдЧ֊((1 • Ч В(») 4֊2С(«)| зЬэд 4֊ 
I ՛՛*

4֊ (1 4՜ ЭД |С(з) сЬ з// 4- />(’) зЬэд)} 51л 2хг11 — «эд 4- Ли
••

V *= -----— ( з{(( 1 4-*)  л (») — (1 — *)£>(*)]  зЬ з։; т[(1 4՜ ') #(°) —
Е 4 

о

— (1 — >) С (з)]сЬ зу -(14- 4 ЭД |С(а) бЬэд 4֊

4՜ О (3) с И эд]; сов зх (1 4֊ Он*  4*  с;.

Так как при х—♦'* ’ перемещения и{х,у\ и г(хэд) должны стре­
миться к нулю, то в формулах (1.6) следует положить «п = Ло - со = 0.

Легко видеть, что условия симметрии (1.4) удовлетворяются тож­
дественно.

Условиям отсутствия касательных напряжений на границах полосы 
(1.3) можно удовлетворить при помощи связей

в(з)=-С(з)

/4 (а) = - аЛ С (з) ֊ |1 4 зА сН1 з/։] £) (а) (1.7)

Исключая при помощи (1.7) величины .4 (з) и В (з) и вводя вместо 
С(з) и /^(з) новые неизвестные величины С*  (з) и £>т (я), из остав­
шихся граничных условий (1.2) получаем следующую систему „пар­
ных“ интегральных условий:

■
С*  (з) соз зх с/т = ֊у/ (х) 0 < х <. а

С* (а) $Ь зЛ
з||4-4ЬзЛсЬзЛ |
----------------------/>• (а) СО5 зхс/з = О

5/|ЯЛ I
0<х<п (1.8)
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ЦС*  (а) сЬ аЛ 4-29*  (а) эЬ аЛ] со$ ях сАх 0 а^х<^՝х՝

(1.9)» •е
| а [аЛ С ՛ (а) 4՜ (1 ~ «А с1Ь аЛ) О*  (а)] сое ах (Ь — 0 а<^х

V 0
В (1.8), (1.9) введены обозначения

а С (а) = С*  (а), а Л>(а) /9*  (а) (1.10)'

§ 2. Определение функций С (а) и /9*  (я)

2 1Умножая уравнения (1.8) на —---- ------- интегрируя по х в
“ I г’ - х?

пределах от 0 до г, .меняя порядок интегрирования и имея в виду ин֊ 
тегральное представление Пуассона для /„(аг) через совах

Г
/ / \ 2 1՛ СО5 *Х(1х  ..АМ = — Т֊-7== (2.1)

' ,} I г՜ — X'I) 
получим

Гс» («)/.(’>֊)Л О<Г<Ж
V՛ ” I г- — X-и о

(2.2)
0С
I /‘*а / л 1 .* аА "4՜ $К аА сК аА г\<>. \ / -> > л л _-֊« С*(а)зЬяА--------------------------[)*(а) /0(хг)с/а 0 0<г<«

Л бЬ яА
о

Дифференцируя первое уравнение (1.9) по х, интегрируя второе 
уравнение по х от 0 до х, умножая полученные выражения на 
2 1------- --------- - > интегрируя затем по х в пределах от г до ос, меняя 
Я ]/ х" — Г-
порядок интегрирования и учитывая интегральное представление Пуас­
сона для /о(аг) через ежах

Л(«г) = ֊!֊=== (2.3)

получаем

) а {Сл‘ (я) сЬ лА + О' (я) зЬ '^Л|Уо(яг) (Ь 0 и < г ос

- (2֊4>

^[а/։С*(а)  (1 т яА сЧЬ ?Л) /9$ (з)] уо (зг) (Ь = 0 а<^г<^ос

0:
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где/, (яг) — функции Бесселя первого рода с действительным аргу­
ментом. Таким образом, вместо системы <.1.8), (1.9) получаем сис­
тему (2.2) и (2.4) относительно С*  (я) и !)' (?).

Подобные системы рассматривались в работах Н. Н. Лебедева, 
Я. С. Уфляпда |1|, Р. Д. Лоу [2]. Ю. Н. Кузьмина, Я. С. Уфлянда [3].

Для решения системы (2.2) и (2.4) введем новые неизвестные 
Ф(0 и ’Г (0 следующим образом )1 3]:

С*  (a) ch «7» j D*(a)sha/։-  I Ф (/) sin ttdt, ‘1» (0) 0
3 J 

о
(2.5)

аЛС*  (») 4- (1 -г ’Л cth ։/։) D*  («) ~ « ‘1՜ (O COS ttdt

Подстановка (2.5) дает возможность удовлетворить уравнениям (2.4).
Для удовлетворения уравнениям (2.2) выражаем С' («) и 

С*  (a) sh аЛ ֊}- (*Л  4- sh ’/։ ch э/i) D (i) sh через функции Ф (/) и ՝1‘(/).
а «

С*  (։) 1^1 (։Л) — 1] ’Г (О cos itdt т g: (яЛ) Ф (f) sin (2.6)
i*  о

С4 (а) sh зЛ -- (th sh th ch th) D*  (iJ.-shsA ==

о
4՜ (/ ) cos ttdt — [1 (зА) ] Ф (/) sin ttdt 

c
(2.7)

где

g1(a/») = l — i sh: th։E(th), g. (th) = (sh th -t aAch -th)IE(th) 

gz(^h) = a(shaA 4- th ch th) E(tJi), £4(зЛ) = 1 -f- (t՝hz — sh2 th) 'tE(t)

E(th) = th ֊֊ sh th ch th (2.8)

Если теперь подставить (2.7), (2.8) в уравнения (2.2), восполь­
зоваться (2.1) и переставить порядок интегрирования, то получим 
следующую систему уравнений относительно искомых функции 4՛ (/) 
и Т(0: ’

и о

- - Ф (/) [G: (z t- t) - G. (: - /)] dt /։(r) 0<r<a (2.9)
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г а
С fL |ф- (z)+ Су (О [С» (* О ; Giu-OIA-J- J V Г- — z՝ I

о о

gi (яА) cos ii*d*,

+ [ Ф (О [ft Ь + О-СДг-/)]<// [ О (2.10)

О
Здесь введены обозначения

g._. (аА) sin w«rfa

(2.11)

G3(tf) = — (яА) sin u*di,  G.։ (м) - — (aA) cos «ж/я 
о <»

/.(r) = —(2.12) 
~ J I г —X- 

u
Решая (2.9) и (2.10) как интегральные уравнения Абеля с изве­

стными правыми частями, приходим к системе интегральных уравне­
ний Фредгольма второго рода

а «
>И (*)  = /.(*)  + t)V(t)dt+ Сл2(г, /)Ф«)Л

• Vо о
0 < z < а

КА*, t)4(t)dtФ(4֊ \KAz, ОФ(/)di 
fl

(2.13)

(2.14)

ядра которых даются формулами 

К} (z, 0 = G\(z -Г О 4՜ Gj (z — t),

К3 (z, /) - Gs (z 4- /) T G3 (z — /),

KAz, i} = GAz^-t) — GAz֊t)
(2.15)

KAzs l) - G'4(z i t) Gaz—

fAA = 1АГ
- dz\

rfi(r)
I z2-r2՜

(2.16)

При получении уравнения (2.14) интегрировали уравнение (2.10) 
по г в пределах от 0 до г и имели в виду, что Ф (0) 0, С'з(н)֊-
нечетная функция, а С. (и)—четная функция.

Для получения конкретных результатов при различных значениях 
геометрических параметров следует применить какие-либо численные 
методы для определения функций Ф(0и 4՜ (7) из систем (2.13), (2.14).

Систему интегральных уравнений (2.13) и (2.14) можно решить 
методом последовательных приближений, так как
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рЛ'։(г, t)\dt \\К,{г.

(2.17) « U
t)dt~ j|K,(2, /)]Л<1 

о о
После получения решения уравнений (2.13), (2.14) методом последо­
вательных приближений, нетрудно найти функции А (у), В (а), С (а), 
/>(а) посредством квадратуры, следовательно, напряжения и переме­
щения r любой точке бесконечной полосы.

Нормальное напряжение -зэ (х, 0), зу (х, Л) под штампами, выра­
женное через функции Ф (/) и Ч*  (/), имеет вид

• о, (х, 0) = — ' - [ AJUA ■ (0<х<а) (2.18)
V а~ — X- J г — х 

JT 
а

=y(-Y> л) — |ф‘(л-)+ рГ(О[С3(х /) б3(х /)) Л 4֊ 

(I
II

֊1֊ ^Ф(/)[См(х ՛ /) — G4(x — /)]Л [ (а<х<х>) (2.19)

р

В частном случае, переходя к пределу при Л • , получим за­
дачу о давлении жесткого штампа с произвольным основанием на 
упругую полуплоскость, рассмотренную в работах многих авторов. В 
этом случае система интегральных уравнений (2.13), (2.14) отпадает, 
одна из неизвестных функций Ф(х) 0, а другая Ч*  (д-) приравнивается
свободному члену. Следовательно, решение этой задачи получается 
в замкнутом виде. Если в этом частном случае положим и /(л՜) 
=const (штамп с плоским основанием), то получим

4Т
Ф(г) = 0, U’b) I /’--2 р,(х. OJrfx)

о

и формула (2.18) перейдет в известную формулу

°, (х, 0) =------О < х< а (2.20)
и | а*  — х՜

В качестве примера рассмотрим задачу вдавливания жесткого 
штампа с плоским основанием в верхнюю границу упругой изотроп­
ной бесконечной полосы. В этом случае / (х).=$ = const и формулы 
(2.12), (2.16) дают

/։ (г) = £5/2, /„ (г) = — £5/-
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Некоторые значения напряжений (х, 0) и <7 (х, Л), вычисленные по 
формулам (2.18) (2.19) для различных точек границы бесконечной
полосы н зависимости от г = а/Л, приведены в табл. 1.

Таблица I

— ~у (х, 0) и'р —(х, к) а!Р
£

1/5 1/3 1/5 1/3

0 0.5885 0.4349 5а/4 0.2611 0.2256
а/4 0.5722 0.3485 За.'2 0.1939 0.1987
а/2 0.5808 0.3984 7«/4 0.1747 0.1517

За/4 0.5875 0.4982 2а 0.1440 0.1402

Для наглядного представления закона распределения нормальных 
напряжений (х,0), (х,Л) под штампами на фиг. 2 и 3 приведены

эпюры этих напряжений. Следует отметить, что приведенные эпюры 
составлены приближенно: на основании расчетов, произведенных только 
для четырех точек оси. Как показывают произведенные вычисления 
(табл. 1) и построенные графики (фиг. 2, 3', закон распределения 
нормальных напряжений под штампом для полосы (фиг. 1) существенно 
отличается от закона распределения соответствующего напряжения 
под штампом для полуплоскости в том случае, когда ширина полосы 
довольно узкая (= 1, 1'2, 1.3).
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Фиг 4.
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Закон распределения этого же напряжения для полосы каче­
ственно совпадает с законом распределения соответствующего напря­
жения для полуплоскости при довольно широкой полосе (е 1/5 и т.д.). 
Это заключение проверено опытом, проведенным в лаборатории фото­
упругости Института математики и механики АН АрмССР Р. А. Ши- 
риняном. Наконец, на фиг. 4 для случая (е - 1, 1/2, 1/3) приводятся 
фотографии картин изохром (линии равных максимальных касатель­
ных напряжений).

Институт математики и механики 
АН Армянском ССР Поступила 21 V1968

Վ. Ս. ՏՈՆՈՅԱ.Ն

ԵՐԿՈԻ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՄԱՍԵՐՈՎ ԱՆՎԵՐՋ ՇԵՐՏԻ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ
ԽՆԴԻՐԸ

Ա մ փ ո փ ii i մ

Դիտարկվում Լ աո աձ զ ական, իզոտրոպ անվերջ շերտի վերին եզրի 
վրա կոշտ դրոշմի ճնշման խնդիրը, ե րր ներյւին եզրի երկու մասերում են- 
թադրվւււմ I; սահոզ uni բադամ; }1ք'էւրյԷւրր սկզբում բերվում I. զա {զ ինուեզրալ 
հավտսաբումնե րի սիստեմի, իսկ հետո •երեղհու մի երկրորդ. սեոի երկու 
ոեզազ րոր ինտեզրալ հտվտււարոււքների սիստեմի; fini/tf է արված, որ աքդ 
սիստեմը կարե//• 4՜ 1"^եէ >։։ւջ որդ ական մ՚ս տավ'որո ւթլւրլնների ե վ տն տկո վ ։
II աոնավոր զե պքսւմ , երբ ի OC սասւզվսւմ է կիօտհաբքմութ լան հալունի 
կոնտակտային խնդրի լուծ ումր; _

'Լե բջում րերվո, մ է թվալին օրինակ;

I

V. Տ. TONOYAN

THE CONTACT PROBLEM FOR THE INFINITE STRIP 
WITH TWO PART CONTACTS

S u in in ary

The problem of pressing of a rigid punch on the upper bound of 
the elastic isotropic infinite strip, when the double parts of the lower 
bound is supposed to be a sliding clamp, is considered. At first, the 
problem is brought to a system of dual integral equations which is 
transformed afterwards to the system of Fredholm integral equation of 
the second kind.

It is shoy^n, that this system can be solved by the methods of 
successive approximations. In a particular case with It —> the solution 
of the known contact problems for the semi-infinite plain is obtained.

At the end a numerical example is considered.
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