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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ

В настоящей работе эффективно решаются линейные интеграль
ные уравнения первого рода
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11ервым интегральным уравнением описывается плоская периоди
ческая контактная задача теории упругости с учетом сил сцепления. 
Эта задача сведением к краевой задаче Римана Гильберта рассматри
валась в [1,2,3].

Третьим интегральным уравнением описывается плоская периоди
ческая контактная задача с учетом сил сцепления, когда в одном пе
риоде имеются дна равных, кососимметрически нагруженных участка 
контакта. Эта задача без учета сил сцепления была рассмотрена в 
работе [4].

К решению последнего интегрального уравнения можно свести 
решение плоской контактной задачи с учетом сил сцепления с двумя 
равными, расположенными симметрично относительно начала коорди
нат и кососимметрично нагруженными участками контакта. Во всех 

п , ,1пЗ этих задачах 0 <; ц <-------



4 С. М. Мхитарян.

Решения интегральных уравнений*  (0.1) — (0.4), свободные от 
сингулярных интегралов в смысле Коши, получены методом М. Г. 
Крейна**.  С этой целью предварительно построены решения этих же 
уравнений при правых частях, равных единице.

Решения интегральных урапнепнй (0.1), (0.2) и (0.-1) при 0 получены « 
|5, 6, 7]. Интегральное уравнение (0.3) при 0 рассмотрено в |4|.

՛’ Этот общин метод решения линейных интегральных уравнений первого и 
пторого рода, »первые опубликованный в работах [5, 61. подробно изложен а кни
ге |71.

Затем, отправляясь от результатов М. Г. Крейна [8], по обрат
ным задачам спектральной теории дифференциальных уравнении, по
рождаемых эрмитовыми акселеравтами, составляются соответству
ющие этим интегральным уравнениям дифференциальные системы.

Для произвольной двумерной вектор-функции из L", (0, Т) полу
чены формулы разложения по фундаментальным функциям канонических 
систем, эквивалентных этим дифференциальным системам.

Эти фундаментальные функции, по-видимому, образуют новый 
класс ортогональных, полных систем функций и выяснение некоторых 
вопросов, связанных с разложениями по этим функциям, подлежит 
дальнейшему исследованию.

Дифференцированием обеих частей уравнений (0.1) (0.4) полу
чаются сингулярные интегральные уравнения с ядром Гильберта и 
родственными ядрами:

А/ю ю.г>
z“/ J 2 zz

а
С cth^ <? (Т) d֊. = th ? «) + —J' (t) (0.2')

2~i J 2 t.i
• а

4-. f "՝■ > ՛-th s|՝ "■ < °-3'>

֊ [ —d] =th^?(O-A/'(0 (0.4')

Интегральные уравнения аналогичной структуры рассматриваются 
в работах [9,10].

Решения интегральных уравнений (0.1) — (0. 4) при /(t) = const 
являются обобщенными собственными функциями соответственно опе
раторов, стоящих в левых частях (0.1')—(0.4'). Последние рассма
триваются в L? (- 7-, а).
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Устанавливается связь обобщенных собственных функций в слу
чаях*  (0.3') и (0.4'1 с некоторыми дифференциальными уравнениями, 
отправляясь от которых выписываются формулы разложений произ
вольной функции из и՝' ( а, а) по этим функциям. Эти разложения 
аналогичны разложениям по обобщенным собственным функциям конеч
ного преобразования Гильберта, исследованным в работе [И].

В первых двух случаях дело обстоя- сложнее и здесь не обсуждается.

§ 1. В этом параграфе будут доказаны следующие важные соот
ношения:

(1ИО<~; Ь11< 20)
где

А(*)  =
2 с И г. «л

2?ехр(2։а|

+ 271т'Г + 2’Г(1) —21п2зта

‘2'11Ь “р — 1~

( ./|<а<оо; |р|<°°)

где

Я. (а)= ------- 1 •։ 0 ) + 2^>п 4՜ |- 7?
2 сп »р I. \ 2 / \ 2 В
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В этих соотношениях /3, (х, //) означает неполную бэта-функцию [12], 
Ч (х) пси функцию Эйлера [12], а ф. (х)— функцию Лежандра вто
рого рода индекса ՝<

Для доказательства соотношений (1. I) и (1.2) рассмотрим бес- 
— 1. —11*  _ — ֊ т1|*

конечнозначную функцию /О •-=('— о) С. — а) * с точками 
ветвления ' а е” и -- а = е ’1 (0<О<Х). лежащими на единич
ной окружности. Легко видеть, что в плоскости, разрезанной вдоль 

дуги на окружности, можно выбрать однозначную аналитическую 
ветвь этой функции. Условимся выбирать ту ветвь этой функции, ко
торая в окрестности бесконечно удаленной точки имеет разложение

/(') = 4- + ч + - ч
Обозначив^через $ любую точку дуги а а, к которой стремится 

точка С, на внешнем берегу разреза будем считать, что С — а и 

и—о принимают соответственно значения (« —з)е‘* и « ֊ а, а на 
внутреннем берегу разреза соответственно значения (а и з—а.
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Следовательно, выбранная нами ветвь функции / (ч) на внешнем
֊Н'л

берегу разреза принимает значение /e՜* 1 (а — s) ($ — а) , а па

•Можно было бы эти значения получить, вычислив значения некоторой функции, 
и которую переходит функция /(г) при конформном отображении единичного круга на 
верхнюю полуплоскость, па верхнем и нижнем берегах разреза по некоторому от
резку действительном оси.

•• Здесь и п дальнейшем под символом \ будем понимать контурный интеграл, 
взятый по часовой стрелке.

— *-i|i  
внутреннем берегу разреза значение*  ( i)ex(a— s) X

— — 1
X (s —а) ’ .

В области, ограниченной замкнутым контуром С »округ разреза 

а а и окружностью Г#, мы вправе применить к выбранной ветви 
функции / О формулу Коши ‘ '՛

(z a) (z - а) =

где г — любая точка в упомянутой области.
Приняв во внимание поведение подынтегральной функции в ок

рестности бесконечно удаленной точки, можно показать, что при 
/? — оо первый интеграл исчезает и, следовательно,

(г —а) (г— а} “Т՜.!'* ’՜ «) С—а) ;------ -
2-1 у ч - г

с
Отсюда, стягивая контур С к резрезу а а и учитывая значения 

функции /(С) на внешнем и внутреннем берегах разреза, можем запи
сать

----- М(а —s) 5 (s—а) • -------- =(z—а) (z û)
" J г — s

а

Далее, поступив как в работе [13], обе части этого соотношения 
проинтегрируем сперва по линии, соединяющей точку а и некоторую 
точку z, а затем по линии (a, z) и результаты сложим. Выполнение 
этих операций дает следующее соотношение:

2ch ~р f In (г - s) (а - î)՜4՜*  (s —ô) '■^,ds = F (z) (1.7)

** </ 
«I 

где * ••
г
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Здесь произвольная постоянная С։ соответствует случаю, когда 
линия интегрирования вместе с точкой г лежит вправо от разреза 
(например, в области, расположенной вправо от линии, состоящей из 

внешнего берега разреза и отрезков (go, a)t (о, ос) прямой х — cos*),  
а С.. —случаю, когда линия интегрирования вместе с точкой z ле
жит влево от разреза (например, в области, расположенной влево от 
линии, состоящей из внутреннего берега разреза и тех же отрезков 
прямой х — cost).

Наличие разных постоянных объясняется тем, что функция, 
стоящ,ая в левой части соотношения (1.7), имеет на бесконечности 
точку ветвления.

Функции /•' (z) представим в виде

Г (г) = С± -г ((С - а)՜։ "'**  (С - а)՜ 5 +V, г 2G(z) (1.8)

Г 
где

G(z) = (С-а)՜ ' (С a)’b'V,

<1

Интеграл в (1.8), учитывая значения подынтегральной функции 
на внешнем и внутреннем берегах разреза, по которым производится 
интегрирование, запишем в виде

Для вычисления последнего интеграла заметим, что по теореме 
Коши

Устремив R к бесконечности и стягивая контур С к разрезу, об
наружим, что упомянутый интеграл равен '/ей՜!»-. Поэтому соотноше
ние (1. 8) можно переписать в виде

(г) = С. ± ]- 2С(г) (1.9)
СЛП|Ь

Неизвестные пока постоянные С определим из сравнения пове
дения при левой и праной частей в соотношении (1.7). Легко
видеть, что поведение левой части определяется соотношением

In (г s) — In z -г 0 (1), z —» co (1.10)
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Чтобы выяснить поведение правой части, преобразуем выражение 

функции С(г). Положив ֊ 7« эту функцию представим в виде
2

В результате замены

С-а
„----~ = «’
' — а

и выполнения простых операций выражение <7(д) принимает вид

6(г) = 1п(г — а) — 1п (а — а) ]----- ----------------- ——у—</«.»

и 1—ш *

Отсюда легко получим, что

<7(г) = 1пх—1п(а — а) -’Г ( ------- Ч1)'1 '1'(1) Н 0(1). х — (1.11)

Принимая во внимание (1.9), (1.10) и (1.11), сравним поведение 
при г -> ՛» обеих частей соотношения (1.7). Это сравнение дает нам 
постоянные

Сч- = —֊7 ; 21п(о -а) 2 4-Л!-,֊.Л ֊24 (1)
сп “и у 2 /

С_=—-+21п(։, а)+2ТЛ1 -,|1՝)-2Ч-(1)
сЬ ”1*  V 2 /

(1-12)

Далее, обозначив через з любую точку на внешнем (внутреннем) 

берегу разреза по дуге аа, к которой стремится точка г и выбрав 
такую ветвь логарифма, что

1п (х а) -> 1п (з — $), если $ ՛' и з 

1п(г — 5) —* 1п (я —о) ( ֊) 7՜, если $ -а

из соотношения (1. 7) получим

а

=)(а 5) -• Г>+,|иЛ-
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Р - ’ -Ai
г' На —$) ■ (s — а)

/е 71 (а — s) {s — а) '' ' cis ֊г С

2ch~B Г. / w \՜' Нл 1
----------- lin (в- $)-.-( а s) ’ (s—а) ' ds —

*1 
о

H- Un (s — 5) (a— s) • *(s  a) - ds -f-

I- - 41п(а ֊ а) ֊)֊ 4՝1‘ ( —-г|Л 4՝Г(1)
сЬ’н \ 2 /

Положив в последнем соотношении з = е,(, 5 ֊ в.1՜ и а е", после 
элементарных операций придем к следующему:

Сложив эти соотношения и приняв во внимание (1.12). можем 
записать

4 ch-в 1‘. . .z ”ч •' J
■----------- Un(a s) (a —s) ’ (s a) ds-\-

»I
a

-|- fin (s— s) (a s) ‘ (s —u) • ds —

-֊г-th “в sign (t ') X 
л-
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Чтобы вычислить эту действительную постоянную, переходим 
обратно к дуге аа единичной окружности, в результате чего будем 
иметь

Су — 2 | In s {а — s) ՛ (s — а) * d$ 

а

Сравнив это выражение с соотношением, которое получается из 
(1.7) с С , если в последнем положить z - 0, и учитывая (1. 9), на
ходим

Сл = ֊^֊ in 2 sina 4- Ч7— - 7:Л-։Г(1)- — 4֊ 
ch“j» \,2 / 2

Наконец, отделяя в (1.13) действительную и мнимую части, 
получим соотношения (1.1) и (1.2'1.

Рассматривая функцию/(’) = (* о) ‘ (-— а՜1 ) * (« е՜,
а< ) в плоскости, разрезанной вдоль дуги о 'а кривой г/ <>х, со
вершенно аналогичным образом докажем соотношения (1.3) и (1.4).

В остальных двух случаях только наметим путь доказательства. 
Для доказательства соотношения (1.6) рассматривается бесконечная 

функция /(()«('.'- ст). 2 (? Ь՜) * с точками ветвления ± я,
’ ± Ь, лежащими на действительной оси. Затем, н плоскости с выклю
ченными отрезками [— и, 6] и [6, и] выбирается определенная ветвь 
этой функции. В области, ограниченной замкнутыми контурами вокруг 
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разрезов и окружностью J’« достаточно большого радиуса, к ней при
меняется теорема Коши. Таким и утсм устанавливается справедливость 
соотношения

( ln X-~r S------ th^psign (х — s) (а- $::) 2 ($2 - Ь':) 2 ' ds =
J 1X - s . 2

ь
= ~ ('(а*  ֊ ?)՜’““ (4= - ?)՜’ А + 

ch -р .1
. о

<1 
г'т; р ՛ —j-x __ ։ fij,

4- — th П|1 ( ((Г — s2) • (s2—А2) 2 ds (6<x<o)

ь

Экспоненциальной заменой переменных и последующими преобразова
ниями из последнего соотношения получается соотношение (1.6).

Для доказательства соотношения (1.5) рассматривается много

значная функция /(-.) = (С — а՝) : (?՝—/г) ՛ с точками ветвле
ния - — ± а, ' = ± b (а е‘а, b — е՛3; 0< а, 3 < ~), лежащими на еди
ничной окружности. Затем, аналогичным образом устанавливается со

отношение (1.5).
§ 2. Перейдем к построению решений интегральных уравнений 

(0.1)—(0.4) при произвольном правой части и установлению связи как 
этих, так и уравнений (0.3՜)—(0.4՛) с дифференциальными уравне
ниями.

Эти решения, как уже упоминалось, будут построены методом 
М. Г. Крейна. Согласно этому методу применительно к уравнениям с 
эрмитовыми ядрами, если для любого и ( — известны ре
шения ^(/,и) уравнения

и
u)d— 1 (K(t) = кт~ы (2.1)

—о 

то решение е (4) интегрального уравнения
о

— а

при произвольной функции из определенного класса может быть по
лучено по формуле [7]

О

Т(0я “)/а) —
M։(u)J 

а а
тАл-г Кг, «)/ЫА А (2.2) 

J du Mx(u)du J 
t —a
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где

(2.3)

Но решения ^(/, т-1 ((, х) интегральных уравнений

(2.4)

тле К (Г) означает одно из четырех ядер н уравнениях (0.1)—-(0.4), 
согласно соотношениям (1.1), (1.3), (1.5) и (1.6) соответственно 
имеют вид

2) — с»/— -/•«УяЬ5'—' (зЬа—) ' (2.5)
В,^) \2 А 2 / \ 2 /

— 1 - 1 -|-/р.
/ . а — А ‘ . а + I \ -

“ ( 81П -------- 51П --------з) _1—?_2------------------
сЬ 1 (2_| _,-։1 (соз а) -I- (2_ , +л,(сО8 а)]

сЬ -Н( С?_1 (сЬ л) - (с!>а)]

Произведя в (2. 1) и (2. 3) подстановки / ■(----- - —» т — ----------- —>

убедимся, что

г((,и) = ?Р-а). ^,(«) = 2м(!Ц-а') (2.6)

где

М(а)

Для Л^(а), соответственно, будем иметь следующие выражения:

1)----------------
сЬ՜« Л?(’) сЬ-|>- Д4 (а)

(2.7)
Р (соз а)

3)  ______________________
0_, , (СОЗ X) 4- 0_, . . (соза)
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(2.12>

Если б (л) (з (/■) о (л — 0), с (0) 0, -ос</.<^со) — ортогональная
спектральная функция дифференциальной системы (2. 9), то имеет 
место формула обращения

(2.13>

При помощи соотношения (2.7), (2.10) и (2.11) можем выписать в ин
тересующих нас случаях формулы обобщенного преобразования Фурье 
(2.12) и (2.13).

В частности, если в соотношениях (2.7), (2.10) и (2.11) в случае 
4) положить р 0, то можно показать, что формулы (2.12) >г (2.13) 
представляют собой известные формулы преобразования Медера-Фока.

Наконец, перейдем к интегральным уравнениям ’ (0.Г) —(0.4'). 
Дифференцирование соотношений (1.1), (1.3), (1.5) и (1.6) дает обоб
щенные собственные функции стоящих н правых частях <0.1') (0.4') 
самосопряженных операторов. Обобщенные собственные функции ука
занных операторов даются соответственно выражениями из (2.5).

В случаях 3) и 4) легко показать, что обобщенные собственные 
функции /?(/, р) удовлетворяют дифференциальному уравнению типа

—'ХО“ |>(<) А (/, И) ]== с (!••) А (/,!*)  («</<?; (2-14)
Л

где р(<)^>0, а : (р) — монотонно возрастающая функция. Эти функ
ции соответственно указанным случаям имеют вид

/ 2$Ь-—
/99 . .
' --------- -------- ~ : (и) и (—д < I 1; —ос<^р<^со);

Решением дифференциального уравнения (2.14) будет 
„____  ... , с |/х

,,, V /ПЙ) 
/, ({, р) =--------—- е

Р (О
Далее, как в работе |11], воспользуемся формулами обращения՛

Фурье-Планшер.а»\я в 2?’( — )

♦ Подробное изложение результатов, относящихся к этим урапнениям, содер
жите я и 114}.
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‘Соответствующие 7. (а, X) будут:

1)
2 сЬ “р А. (а)

X, ֊- + /р; 1; 1 -е-2/Л 4-
е' ' “

֊1 е $-----гр; 1; 1 - в'2'՜1

2)
2сЬ -рВ. (а)

֊"Н*Р;  1; 1~е 
£

4 е 'Ла Г ( /X, -----/р; 1; 1 е՜2’ (2.11)

3)
— IX

/•е е
<2.1 ..։1(сО5 «) : <2_: .ДСО87)

- ----- /р; I; 1—е՜2*'*  
2

4)
■ • ֊(?. ՛ • ) / е- ' е

, ,։Ч(сЬл)
■։ ՝*■

— /X —----- /р; 1; 1 — е՜2’
<2 2

Чтобы записать формулу разложения произвольной двумерной 
вектор-функции из /-й(0, Т) по фундаментальным функциям дифферен
циально]! системы (2.9), эту систему представим в виде

2/) 2-, х(0,Х)=0, Н(0,л)=1
р

Известным способом [7) последнюю систему можно преобразо
вать к каноническому виду 

где

-+ У^)р 
р 

И«)р

Р

ж л 
р (О

!Л:; 2

о

Строим обобщенное преобразование Фурье [7, 8) двумерной вектор*  

функции ( ) из Ай (О, Г)



(2.7)
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Р , (сЬа)
4)  ___________________

(ей а) -|- о , . (сЬа) ֊ г *! ‘ 2 >:՝

* Из результатов работы (8] эта дифференциальная система получается, ис
ходя пз интегрального уравнения второго рода. Однако, опа справедлива н для опре
деленных клпесокдинтсгральпых уропненнн первого рода. В обсужденных нами при
мерах ее справедливость может быть установлена и непосредственной проверкой.

М. Г. Крейн любезно предоставил возможность «втору познакомиться с изла
гаемым результатом по одной его неопубликованной работе, а затем указал на воз
можность се вывода На [8]

Приняв во внимание (2.5), (2.6), (2.7) и (2.2), нетрудно выпи
сать формулы решений интегральных уравнений (0.1) (0.4) при про
извольной правой части.

Далее, воспользовавшись результатами работы [8], установим 
связь между интегральными уравнениями (0.1)—(0.4) и некоторыми 
дифференциальными системами.

Пусть А'(О ~Т) (-2Г</<2Г) такая функция, что при 
любом х(0<^т<^7՞) интегральное уравнение (2.4) имеет единственное 
интегрируемое решение. Подчинив определенным дополнитель
ным условиям (см. [8]), из результатов той же работы [8], в част
ности, можно получить следующее утверждение.

Если для любого комплексного > положить

X(».'•)= (2.8)

то оказывается, что функция / (а, /.) является решением дифференци
альной системы*

с/ / 1
\ р (а)

֊} + ['.-• + 2М(«)| 
аа / р(а)

7.(0, /) = 0

Ииф——") = >. (2.9>
а ♦ 0 \ р (&. / 

где

р (а) — М' (л), / (а) =------т-Аг£9(а, я) (0<а< 7՝)
г/а

Приведем соответственно случаям в (2.5) выражения I (я):

1)

2)

2;’- Я»П 2 — яЬ

4 (1 + -֊ со а3 — ей2!-’«
2

— и С1й «

2»1 ей я — 5т2|ю
---------- -------—‘---------------------- рс1Ьз

4 ( 1 |- 1й՝- — на ) с!г — соз՜ ра (2.10)

3) — рс1$аг 4) — и сП» а



О некоторых плоских контактных задачах теории упругости 17

Л'

Л’

/(v) =

Л՛

- 1.5. m I е’՛"’ Г (u 'I du
]/2' А՛-֊

-Л’

Отметим также равенство Планшереля

|Г(м) '-<1и - I l/(v)|2</v

2 Известия АН АрчССР. Механика, № 5—6

Предположим, что функции

. . . С
и — ; (!l), v — । -г— 

JP‘(O
(2.15>

преобразуют интервалы (=, ՛) и (я,/) в интервал (— -г, ). Тогда,
произведя в формулах обращения Фурье-Планшереля замену перемен
ных (2.15), получим формулу разложения произвольной функции из 
£•’(--а, а) по фундаментальным функциям дифференциально՛ о уравне
ния (2.14).

В интересующем нас случае 3) эти формулы разложения имеют 
вид

Аналогичные формулы могут быть записаны в случае 4).
Коль скоро известны обобщенные собственные функции и фор

мулы разложения по этим функциям, решение интегральных уравнений 
(0.3՜) и (0.4՜) могут быть получены по общей формуле для резоль
венты.

В заключение отметим, что исследование указанных здесь плос
ких контактных задач теории упругости можно далее провести из
вестным способом [15,16].

Автор выражает сердечную благодарность чл.-корр. АН УССР 
М. Г. Крейну за руководство работой.
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S. М. MKH1TAR1AN

ON SOME PLANE CONTACT PROBLEMES OF THE THEORY OF 
ELASTICITY WITH COHESIVE FORCES TAKEN INTO ACCOUNT 

THE INTEGRAL AND DIFFERENTIAL EQUATIONS
CONNECTED WITH THEM

S u m m а г у

In this work the solution of the integral equations of the first 
kind (0. Î)- (0. 4) by the Krein method are effectively constructed in 
a closed form.

By means of these integral equations, some plane mixed boundary 
problems of the theory of elasticity (contact problems) with consideration 
of cohesive forces are described.

Taking into consideration the results of M. G. Krein, the differential 
systems are given and their solutions form the full orthogonal systems 
in space (0, 7’).

The generalized eigenfunctions for the operators, on the left hand 
side of (0.1/)- (0.4') are found.

In the last two cases (0. 3') and (0. 4՜) the formulas of the expansion 
of function in L (— x, ct) by the generalized eigenfunctions of the 
corresponding operators arc written down. For finite Hilbert transfor
mations, these questions have been investigated by Koppelman and Pincus.
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