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КОЛЕБАНИЯ КОАКСИАЛЬНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК С ЗАЗОРОМ, ЧАСТИЧНО ЗАПОЛНЕННЫМ 

ЖИДКОСТЬЮ

Рассмотрена задача колебаний коаксиальных круговых цилиндри
ческих оболочек конечной длины при условии, что область между 
оболочками (зазор) частично заполнена несжимаемой жидкостью. Най
дены частоты колебаний системы в зависимости от глубины заполне
ния и толщины зазора.

1. Пусть коаксиальные цилиндрические оболочки имеют длину / 
и глубина заполнения равна Ь {Ь I).

Координатную (срединную) поверхность оболочек представим 
координатами ъ— по образующей и / — по дуге поперечных сечений.

За основу принимаются следующие предположения:
а) гипотеза Корхгофа-Лява о нсдеформируемых нормалях [1|;
б) общеизвестные упрощения теории оболочек с большим пока

зателем изменяемости;
в) жидкость между оболочками совершает потенциальное дви

жение;
г) волновое движение на свободной поверхности жидкости слабо 

влияет на колебание оболочек [2, 3|.
На основе принятых предположений система уравнений колеба

ния оболочек имеет вид

А уо|> 1. А 22^- = О 
Е/ Л/ R.

\ с)Ч>< (1.1)
— 4 — - ֊ X,-

R, от՝ <11
0 = 1, 2)

причем индекс / 1 относится к внутренней оболочке, а /=2
— к внешней.

В системе (1.1) ш, - прогиб. '1>,- функция напряжений, R, ра
диус, /?,- толщина, Е,- модуль упругости, 'ч — коэффициент Пуас
сона, — плотность материала /-той оболочки, Л нормально прило

женная пйешняя нагрузка.
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В случае рассматриваемой задачи для Z,- имеем

4

О

г, , . \ v’w; I— ’)—72—I "Ри

пр։։

0<а<6

b <Z -у. /
(1-2)

Здесь — возмущенное давление жидкости, £ ускорение силы 
тяжести, плотность жидкости.

Из интеграла Коши имеем

о
dtp

■° dt Г Ri
(1.3)

где з потенциальная функция возмущенного движения жидкости, 
удовлетворяющая уравнению

d*? 1 <?с 1 - о

dr֊ г dr г дЬ2 да*
(1.4)

в области, занятой жидкостью, и следующим краевым условиям на 
Гранине этой области:

1 dwi
dr dt

(1.5)

^!г֊й։==
dr г «4

dw. 
dt

V’ |а U-:
dtp
да o=0

0 (1.6)

др 
dt 1 — 6

= 0 (1.7)

Для определения функции у, как это следует из (1.5), необходимо 
определить радиальные скорости стенок оболочек. Поэтому прежде 
всего обсудим вопрос о формах смещений стенок оболочек.

2. Предположим, что оболочки шарнирно оперты по торцам. 
Тогда решение системы (1.1) запишем в форме

N
ич cos n{J V IF'։ ‘ ՝ (/) sin k,a 

։=1)
л. (2.1)

Ф,- — cos пО У Ф.Т ' (0 sin
։■ О

где /.։ (тп -т- 5) м,7, т число полуволн изогнутой поверхности вдоль 
образующей, п — число волн в окружном направлении, 1^1,1'(/) и Ф«'(О 
искомые функции.
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Исходя из (2.1), гармоническую функцию 7 представим в виде

о = сое л-՛
Л՜
У [4, (О (՛ 4г) /МО А՜,, (/ .г)] 5’ш / л •-

-г У (С; (/) .хЬ ч,* 4- /-); (0 сЬ Ч/*] ’Г„ (ч/г)| 
/=։

(2.2)

где /,,, А'„ функции Бесселя чисто мнимого аргумента первого и
второго рода,

У>, (Ч/Г I _ ) II (4>г)

7«(Ч?/?։) Ул(Ч;/?։) (2.3)

Уфункции Бесселя действительного аргумента первого и вто
рого рода порядка п\ 4, (/), 5, (<), С,(/1, /7, (/) и ч( — некоторые 
величины, которые определяются из условий (1.5) (1.7).

Подставляя равенства (2.1) и (2.2) в соотношения (1.5)—(1.7), 
получим

иди
.. г р ч</1г42։

Ап (>-։А\) ֊֊7֊՜^ 77֊
о г аг

В.Ц)

'•> [Г. (Д/е։) АМчЯ... ) 4(чЯ2) <(),А>։)]

/л ('֊«А,) /„ (/ »А2)

С;(/) =
՝ -7 — А\Ч л (։И/А:) —- ------1- А’ .ч „ (^л/А.) ——

Т- ч 1 «Л/1 (1։ (И

^(/) =

(2.4)
Лая,.<1п/.Л6 - >.։ вЬ Ч/б р пг / он* /
1----------- Гц—2-------- --- А։ч „ (а,։//?։) —— -ь я2՝\ п («я/А\) ——

■+ Ч, (1! сП

где т-п, корни уравнения

]п (х.у/г.) Г (ч/А.) - (7П/ А\) у;, (ч?А\) - 0 (2.5)

Учитывая уравнения (2.2) и (2.4), для давления жидкости на стенках 
оболочек из֊ (1.3) находим

7(‘) =—Ро.соз п 4։"($) 81 п л,а -4֊
5-П-4}
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to
— V(zr.'’(s, y)shan/a-f- A'՜ (s,j) ch a„/%)

>-։
dW(" , 

dt

-r| 5i°(s) sin a,։ -r W ($> /) sh fyx + M' (s, y) ch a„/c) j. (2.6) 

Здесь

A</)(s) Kn (/., А.Л ln ) - /,', (>.,/?g) Kn (KRi)

« (X։/?x) £?(a, A2) - A (ZЛ:)К'„ (/.. A\)|

B(/)( _ A. (A, At) A„ (a, R,) - A< (k>A\) A. (a, A,)
1 " as [л a;,(;։a։)|

^(s,y)
Mpg а,А/1А(«л?А1)>Гя (an,A,)  _

^\s Jj^________ аХ’Г,, jan/A..) 4'„ (tnjR, ) 

2 \ t-niR\/ 2 \ 7,lfA>/

A](X,։| SIH As/) /,s sh ^-r.jb} M ri (Хл;А։) '! n {'^n;Ri )

-^)| vfi--T3y.(<s//f.)
I 2 \ *njR\/ 2 \ a^A2/

. । Aj (X,։y, sin f-sb Aj sh ^п)ЬУ ti 4'. о (^-njRi )

Подставляя (2.1) в первое уравнение системы (1.1), для искомой 
функции $'?'(/) будем иметь

Таким образом, все искомые величины выражаются через функции 
ГР(0 и ^2>(О.

На основе вариационного метода Бубнова-Галеркина из второго 
уравнения системы (1.1) для определения и 1^1'(О получим
следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

I ֊г֊ + (^.")Vт|’>(к, 5) 1/2^;՝> ■ -и 

а/՜ dt՜

л՛ П1>{2) л'
4֊ ту) (к, 8) — „֊֊ 4 У № Г։(1) = 0 (2.8)

Г^О 1^՜
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■***' Л) ^т|Л(Л, «) <Р*^1> +

П <>Р

К /ЛП71” Л՛

2 и. —/.*1

^'т'-Цк, 5) ֊ '- 4- V Ь^1: -. О (£֊0,1,2,..., /V)
Г?о ’ <#' Гл

Здесь

2?и.п) = ^
«I

12(1 у?) 

/г; а; ,-՛

"I -^- £У . 12(1 -Ч) 
л; 1 л?А5 .։ \з

А = £Л

6( в ₽

12(1

1 — соз (л.

/<

- М ь

£.Л?՝

12(1 >■)

1 --- СО5 <Г., — X*) I)

֊М’

/ад, I

тГЧА՛,։»“-֊2֊

1 соз (/. — 1-к) Ь 1 СОЯ и. Ал) 6

I Д' ” I 3) I 5*П ^'* /'1՜^ Ь ^1П ( /, Г / л) Ь
I 2 (а* — А*) 2 (а* 4՜ А&)

Дл.сЬ 3„,6 31П Г;ь — /ч зЬ ?г,у Ь СО5> кЬ _
.2 <

п^Цк. ։) = -^2֊|вГ’(։) ян (<■•» — ^к) Ь з։п (л, г а*) 6
2 (>.֊>*) +

4 /Й։)|

Зя/ сЬ Зя/б 5*1П >.кЬ — /; $Ь аяд6 СОЗ 1-кЬ

'к 4- 3Я/ зЬ «яУ6 51П г.кЬ г;. С И г„ ,Ь СО 5 ' кЬ

т\‘Чк, ։) : $-։-Ы‘ (։)

- <ль4- ।

з։пР,— »к}Ь 31П (/. 4-'*) 6

Д{4 дя/сИ ая/-6 &1п >кЬ- > к зЬ яиу6 соз * ьЪ



Колебание коаксн.чльчы՝ цилиндрических оболочек с лазером 45

+ у)
•к 4 «л/ вЬ Т,։/Ь 31П 1кЬ — '>к сЬ 7„; 6 СОЙ >.*6 

г,- ՛ ;2'-к

т\:Чк, з) — —
•• ՝

зт (X, — >.д.) 6 _ з!п (К 4- Ь
2р֊,֊М 2 (Хл + М

о 'л ■ .. *п> ей ап/Ь 51П >кЬ — (-к зЬ 2„,Ь сое /-кЬ
1$, }) > ■>

ая/ : >к

пге), .. 'к 2П] зЬ Ь 51п > кЬ — 1-к ей а„, 6 соз /-ьЬ I 
4՜ «■! (з, у)--------------------------- я-----------------------------------

ял/4",-Л- I

где (к, п) и (А-, п)—частоты собственных поперечных колебаний 
внутренней и внешней оболочек соответственно, т՝.՝՛՝ (к, з), т[*'(к, з) 

коэффициенты присоединенных масс, Ьл1 коэффициенты гидростати
ческого давления жидкости.

3, Рассмотрим случай А7=0, тогда из (2.8) имеем

|1 + т',"(0,0)] (0, п) №\:՝+т':"

(3.1)
[1+|^> (0,0)] —^1' + а:'(0, „> |^:)+ т1,՜1 <о. 0)- 4^и7»՜’ = о

1 ™'п(0.0)

Решение системы (3.1) может быть представлено в виде

-С1е'*', И՜՝’ (О - се'"' (3.2)

где С] и с некоторые постоянные, •» частота колебаний.
Подставляя (3.2) в (3.1) и приравнивая определитель нулю, по

лучим следующее уравнение частот:

[(1+т‘։)(0,0))(1 ‘ т^>(0, 0)) /п'։-)(0, О)тЦ։)(О, 0)]«?

- 1(2?(0, п) бУ?)(1 ֊ т?’(0, 0)) (1>5(0, п)+Ь՝Л,)Х (3.3)

. (1+т11',(0, 0)]...= (”?(0, п)֊ 6^)(2И0, л) 4Й>) О

Полученное уравнение (3.3) может быть использовано для иссле
дования частот собственных колебаний рассматриваемой системы.

Если одна из оболочек является абсолютно жесткой, то для 
частот колебаний соответственно получим

^2(0, п)
1 4֊/п^(0, 0)

2?(0, п)

при £>։ = з-

при О., — сс
(3.4)



46 Г. Е. Багдасарян

4. Для иллюстрации рассмотрим числовой пример осесимметрич
ных колебаний системы, принимая Еу — Е2 — Е, /)} />.. = /։, [/„

[> = 8у0, т 1, / — г./?։, Л—0.01/?։.

При этих исходных данных приведен график зависимости ча
стот собственных колебаний системы <՛• от глубины жидкости Ь при 
различных значениях отношений радиусов оболочек /.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 18 X 1967

Դ. Ա. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ

ՀԱ11Ս.ՈԱՆՑՔ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԸ, ԵՐՈ ՆՐԱՆՑՈՎ 
ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿՎԱԾ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅՈՒՆԸ ՄԱՍՆԱԿԻՈՐԵՆ ԼՑՎԱԾ Լ- ՀԵՎՈՒԿՈՎ

Ա մ ւ|ւ n փ n ։ մ

Դիտարկված է' երկու համս։ոանղր, կլոր, </երդավոր երկարությամբ, ղլա֊ 
նային թաղանթների տտտանումների ի՚^՚ւ/՚ք՚ր ՚ ^['F թաղանթն հր tuf սահմանա
փակված ւոիրույթը մասնակիորեն լցված կ անսեղմ h/ի հեղուկով։

Ա տարված են աոն չութ յունն ե ր' ոիսսւեմ այի սեփական ւոաաանումների 
Հաճ'աիւ ական ությ ունն երի որոշման համար ։

Ուսումնասիրված կ [i/ված հեղուկի շերտի իւււրության ե լայնության աղ- 
ղԼցություննհրը սիսաեմայի սեփական տատանումների հ աճա իւ սւ կան nt թ/ոէն • 
ների վրաւ

G. E. BAGDASARIAN

THE VIBRATIONS OF COAXIAL CYLINDRICAL SHELLS WITH 
A CLEARANCE PARTIALLY FILLED WITH FLUID

Summary

The problem of vibrations of coaxial circle cylindrical shells of 
finite length is consedcred when that the region between the shells 
(clearance) is partially filled with incompressible fluid.
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Depending on the depth of 
rance the vibration frequencies of

the filling and thickness of the clea- 
the system are found.
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