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УСТОЙЧИВОСТЬ СЛОИСТЫХ ОРТОТРОПНЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ПОД ДЕЙСТВИЕМ 

ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ НАГРУЗОК

Среди многочисленных исследований устойчивости упругих обо­
лочек все чаще встречаются задачи, в которых начальное напряжен­
ное состояние оболочки считается моментным |1 -5|. Эти исследова­
ния проводятся на основе уравнений, полученных в монографиях [6, 7] 
с учетом гипотезы Кирхгоффа-Лява. Вывод аналогичных уравнений с 
учетом сдвига в срединной поверхности оболочки приводится в ра­
боте В. М. Дарсвского |8|.

В настоящей статье рассматривается устойчивость несимметрично 
собранной ортотропной замкнутой цилиндрической оболочки под дей­
ствием равномерно распределенного внешнего давления и нецентраль­
ного* осевого сжатия. Предполагается, что докритическое состояние 
оболочки является осесимметричным и моментным.

1. Пусть круговая цилиндрическая оболочка составлена из слоев, 
материалы которых ортотропны. Рассмотрим такую оболочку ч систе­
ме криволинейных ортогональных координат а, 3, ; (фиг. 1).

Предположим, что плоскости упругой симметрии материала каж­
дого слоя перпендикулярны к координатным линиям а, 3, Будем 
считать, что для всего пакета упругой оболочки в целом справедлива 
гипотеза недсформирусмых нормалей.

Допустим, что оболочка нагружена симметрично относительно 
оси и ее осесимметричное напряженное состояние является моментным.

Имеем следующие уравнения равновесия и устойчивости оболочки 
[9-11]:

' В отличие от общепринятой схемы центрального осевого сжатия, считается, 
что сжимающие усилия приложены к торцам оболочки впецентренпо по отношению г. 
толщине стенки.
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£(«,.)?- Цаъ) и» = - ■ -/- (а», а») - - ----- — ~
2 R От-

(1.1)
1 д-ъ

£(а*) ? = £(ш, у) 4-— ֊4֊ г/ 
R <>а-

£(й,)ос £(аь)о?о----~ £(о;о, о?<») — £ (ого :о)----------- ——
R дг2

Ь(Ь,}'‘Ы- Д(ад)5с £(ото, о<р) 4- [ (ою, а) — /-(ос, а»)

(1.2)
1 <>,;(ос)
R д<*

Здесь то — нормальное перемещение, ? - функция напряжений, 
оц< и ос. — соответствующие вариации
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к' ՝ \ ।
+ /СЛХ„14 2| А«--֊

~ ^2- 0 [К-22( п
•Ям
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■1 Известия АН АрмССР, механика, № 4

Ьх = £)„ ֊ Оп
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С/Л- = У B'/kfii - 1)
« -1

^,-к — --V, — ։) “—2Д (4 - 4-1)1

0,1 ■) ֊ЗА(Й < I 3A=(i,-Gf.,)J
•֊* • 1

4՜ расстояние внутренней поверхности /֊го слоя от внешней поверх­
ности оболочки.

Вп- = а'!

fi[: AlT AB\,
В рассматриваемом случае соответствующие (1.1) линейные урав­

нения, характеризующие начальное напряженное состояние, приводятся 
к одному обыкновенному дифференциальному уравнению

+ 2“л^! + ^ Цр ч (1.3)
X ах/,&г ахКсЬ.- а։/?- ахР

где Р интенсивность равномерного осевого сжатия, .41;. - — •

Из (1.2) получаются следующие уравнения устойчивости осесим­
метричной равновесной формы оболочки:

L(a,)'<z L (ал) ?*w = — L{'nu, w) ——
К' 03.՜

(1.4)
L(bj)bw ?) L(bz, U>)-----

К ОР

К уравнениям (1.3), (1.4) соответственно будем присоединять 
граничные условия

Л/, =0, w = 0 при 7 = 0, а / (1.5)

ЪМХ = о7'։ ow = 0 при 7 — 0, а = 1 (1.6)

которые отвечают свободному шарнирному опиранию оболочки по 
ториевым линиям а - 0, v = / цилиндрической координатной поверх­
ности ридиуса Р (фиг. 1).

2. Рассмотрим докритическое напряженное состояние оболочки. 
Решая уравнение (1.3), с учетом (1.5), получим

п» С}е?'' cos ')7 С-е՜'J cos'ty f С>е:։ sin i»7 — C\e - sin ■

-r RAv.P^axR-q (2.1)
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L ——=
здесь

_1 1 I ЦА а* “4
I TR ’’ “Л + *1

;) _1 । , 1 «Л — «4 о-»
J/ 2A’ * аЛ Ч- а*

r. Ki(AV2։ d„) Р - Ki(at, а4) Ry
Cl^----------------------A----------------------

ao

R} (x, y) = 4p’>m0 i(у xRm*) (cos ’>Z — ch p/) sin UZ 4֊

4՜ 2xRy^m^ |cos 0/sh p/4֊ e՜ '(sin՜'>/ch p/ cos՝’>/ sho/)]}

K, (x, !/) — 4pi>z7j() {(y — xRm*) (cos 0/ — ch pZ) sin ։>Z —

-?■ 2x/fyUm0 [cos 0Z sh yl — e 1 (sin՜ ’•/ ch yl cos՜ ՛>/ sh p/)J}

A'j (x, y) ֊ 4p'»/n(l (y — xRm*) [cos ։>/ sh yl | e"*7 (sin2 ՛>/ ch yl

—■ cos՜ ՝<l sh pZ)] 2xA>p’*m . sin ։>Z | ch yl — e՜^ cos ՝d (sh yl ch p/)]}

Ri (*. y} 4pUzn0 {(։/ — xRrn*) [cos ՛>/ sh yl — e ' (sin2 bZ ch yl

4՜ cos՜ 1>Z sh p/l] 2х^р0що sin Н/[ch yl e ՛' cos 0Z (sh yl ch p/) | J

До — 16 (p6n։0)2 (sin2 6Z ch՜՜ yl 4՜ cos2 W sh2pZ)

„1=6 -1- fl, m- = m0(p2 O‘J) - —L 
«! а։л

Усилие в координатной поверхности по направлению ,3 опреде­
ляется по формуле

Г -i -('-^^4-—------ (2.2)
(>а2 ՝ uL т/а2 ii}R U| /

3. Переходим к рассмотрению уравнений устойчивости (1.4).
I1ринимая

За» — Л sin/я sin н? /■ гт п \
бе = В sin /х sin ’гр ՝ I R/

удовлетворим всем граничным условиям (1.6).
Подставляя выражения (2.1), (2.2), (3.1) в уравнения (1.4) и 

пользуясь вариационным методом БубноваТалеркина, приходим к 
однородной системе алгебраических уравнений относительно пара­
метров А и В. Приравнивая нулю определитель этой системы, по­
лучим „критическую“ зависимость между компонентами нагрузки в 
виде
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Ф == ( ф (ai) - ֊ У Ф (а,) Ф (4,) = (Ф (о,) <= 4- F. (А,., 
IX

dn))P, 4֊

— (Ф (а>) v-4- F. (а։, о,))А\. (3.2)

где Ф(а/), Ф(«1). Ф(£>/) квадратичные формы от переменных /•’*, |х*‘ 
с коэффициентами соответственно

о- о» . 6г ,
°։» J ‘ ал> 2 ’ °в» #»» ”2~*

F~ (х, i/) - 'у \К,(Х. s,) -^Ф(о,)
А а։

+ J10?zUk.(x.

F, (*, и) - ֊[К, (х, у) K(R„ Rj i- А',(х, у) K(R., R,) ■ 
ло

КДх, ,V)F(F„ А’,1 • A*։(,t. r/)A(F„ — А\)|

К (и, v) (у2 ։P)w4 2?iit»

A?, GW-֊ Q<(»-2-)

—-----1(?cos г/ -г -^sin zl)e— р|
• ֊ Zz

------ [(zsinz/ -/cosz/)e >|
?* • z՜

<ZCH = ֊—-----[(? sin zl — г cos zl) e ! — z]
— 2՜

Q^) - ֊- -----[z—(> sin zl — г cos zl) e՜ |
» z՜

Соотношению (3.2) ՛можно придать удобный вид

'i *■ ֊ ■ <331

где Р* и верхние критические значения нагрузок Р и q при
отдельном их приложении. Из (3.2) имеем

Р* = ' -А’», _Ф-----LS^-.A'.L (3,4)

(Р “ 1 + л< Чг“
< - '"՛■(3.5)

/?!՛ ф q i й?Ф (о?)
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Здесь Р(, и <?& — критические значения осевого сжатия и равно­
мерного внешнего давления в предположении безмоментности началь­
ного напряженного состояния оболочки.

4. Исследуем влияние докритической деформации на величину 
критической нагрузки.

Рассмотрим в отдельности случаи продольного сжатия и равно­
мерного внешнего давления.

а) Продольное сжатие

Р> _ 1
Рс, 14֊ Д'р

(4.1)

В случае слоистой ортотропной оболочки выражение безразмер­
ного коэффициента имеет неудобный вид для исследования. Для 
слоистой изотропной оболочки с общим коэффициентом Пуассона 
слоев после некоторых упрощений получим

*<• = ֊֊Нтл] »|-^+(20 + 1)^+0| ֊
~т 1 -г 4з’ I

■ +4| <4-2)

1* /агде г — у - отношение длин полуволн вдоль координатных ли­

ний а и 3,

е = 4 - = ± - ।А/ С{1 ~7՜)(1֊ггТ Р У 2X1 I о-о

Как видно из (4.1) и \4.2), отклонение Р* от соответствующего 
„безмомснтного“ значения Л. зависит от места приложения нагрузки 
и размеров оболочки, характера ее слоистости, коэффициента Пуас­
сона, а также характера волнообразования при потере устойчивости.

С увеличением числа полуволн в осевом направлении указанное 
отклонение убывает.

Отношение ~ зависит от места приложения нагрузки.

При

0<Д<Л

где Л' значение Л, при 
г кС возрастанием

чается от Рв.

котором жесткость Л՜ 0.

критическая нагрузка />: все более отли
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Выражение под корнем отражает влияние характера слоистости 

на величину С увеличением отношения жесткостей —---- ~ значе­

ния А* и Ап расходятся.
В качестве примера вычислим для следующей двухслойной 

изотропной оболочки. Пусть наружный слой изготовлен из дюраля 

£"։ 0.75-10' кг слг. /1, = 0.28 см, V, = 0.25

а внутренний из капрона

Е.. 10’ кг слг , Л. = 0.56 см, ъ 0.25

1 !римем А — 32.275 с.н, / 40 см, т г — 1 
При

д Л) /ь, ֊с֊|/ Л֊/Г = ֊6.219233

х 0.21, & = 0.55645, А* 0.64248Ад

Из (4.2) следует, что при Д = Д'

= - у - -1֊ Ч֊2։‘ ֊ (2« 1) в31-41 
~гп 1 — 4:

В этом случае нагружения изгиб образующих оболочки в докри- 
тической стадии происходит вследствие эффекта Пуассона. Вычисле­
ния показывают, что влияние эффекта поперечного расширения при 
граничных условиях -<«•• и», (- 0 сколько-нибудь заметно сказы­
вается только при рассмотрении устойчивости весьма коротких тон­
ких оболочек.

Например, когда - » - — - . V = 0.25,
А 4 А 250

г = ли=1, А* = 1.135 А«.
В частном случае однослойной изотропной оболочки поправоч­

ный коэффициент кр имеет вид

•• ААКЛР Д2_[82> + 2(9-|-2)г---5]1 
С- /? )

Здесь

г = д ™ . / £ъ/ А
за I I I /

На фиг. 2 и 3 представлены кривые (г) при Д 0 и Д = А; 
принято г 1, •/ 0.25. Вычисления были также приведены для зна­

чений отношения — — 0.25, 0.5, 0.75 и 1.25.
ь
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Оказывается, что ('"Дна- — 1.285 при А 0, г — 0.75. г — 0.28; 
, 0.884 при А — Ь, г — 0.75, г 0.23.
б) Равномерное внешнее давление

Можно считать, что в этой задаче по характеру влияния момент* 
ности начального напряженного состояния на величину критического 
давления слоистая ортотропная оболочка мало отличается от соответ­
ствующей однослойной изотропной оболочки. Поэтому здесь будем 
рассматривать результаты по влиянию начального напряженного со­
стояния на величину критической нагрузки для однослойной изотроп­
ной оболочки.

Из (3.5) для этого случая получим

*, = — ֊֊ г , . |-2з‘ (»4-1)>г + «) 
т. 1 — 4з*

где в силу т 1

Г Я т Р /I 1՝ Г Ь

На фиг. 4 показана серия кривых <՛>,, (г) для значений г, лежащих 
и пределах 0.25 < г 3.0 (V = 0.25).

Как видно из фиг. 4, докригические деформации отрицательно 
влияют на устойчивость оболочки. При уменьшении г отклонение ц* 
от „безмоментного“ значения </,' становится более существенным (осо­
бенно, когда рассматривается устойчивость оболочек короткой и сред-
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ней длины). С уменьшением г минимум зависимости (г) сдвигается 
в сторону больших г.

Когда

Когда

г 3, <•>,, (г),»i,, — 0.954 при г — 0.5

г — 0.25, -)«։»п - 0.385 при - 0.7

Заметим, что график на фиг. 4 охватывает весь диапазон значе­
ний так как даже для весьма коротких тонких оболочек На­

пример, при — ֊ —, ՝> 0.25. гЛ 5.06.
/? 4 Я 250

Л ей и нака некий ф и л на л
Ереванского политехнического 

института им. К. Маркса Поступило 29 II 1968

մ. ft. ւՈՀ՚ԱՅԵԼՅԱՆ
ՏԵՐՏԱՎՈՐ ՕՐԹՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ 1*Ա'|.ԱՆ1>Ն1:1՚Ի ԿԱՅ ՈԻՆՈ 1'^3 ՈԻՆԸ Ա1հԱՆՅՔԱԱԻ11*1յՏՐԻԿ 10;11ե1'|> Ա<էԴե8ՈԻԹՅԱՆ ԴհՊՔՈԻԱ

II. մ փ ո վ։ ո i U՛

Հողվածում ղիտվսէմ Լ՛ ոչ սիմետրիկ հավաքված, « ր թո ար ող( ղչսւնա յին 
թաղանթի կայունութչունր ’.ավասարաչաւի բաշխված արտաքին ճնշման և ար- 
տա կենտրոն առան քրային սեղմման դեպքում t Թաղանթի մ ին չկրի ա ի կա կան 
չարվտծային վիճակն ընդունվում / մոմեն տային և էսէէսւնըրտսիմ եւորիկ:

Ենթադրվում է, որ կա յան ութ յան կորուստի հետևանքով առաջանում են 
մանր այիրներ տւլանքրային ե շրջանային ուղղություններով։ նորմայ տեղա­
փոխման ե շարումների !իո էն կ յյ ի tu յ ի վ տրիսււյիաներր ներկաչայյվէէւմ են սի­
նուսների աքւսւաւքրյսշքի տեսքով և որոշվում քէ րեոի վերին կրիտիկական ար- 
մեբրէ Այնուհետև, ւսոանյյքային սեղմման և արտաքին ճնշման ղեսյքերր 
քննարկվում են աոանձին-ա ոտն ձին ։
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G. Z. M1CKAEUAN

STABILITY OF MULTILAYER ORTHOTROPIC CIRCULAR 
CYLINDRICAL SHELLS UNDER THE ACTION OF

EXISYMMETRICAL LOADINGS

Summary

In this paper the problem of stability of initial momcntal cquili* 
birum state of the shell under the action of axisymmetrical loadings is 
considered.
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