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А С. ХАЧИК-ЯН

РАВНОВЕСИЕ НЕОДНОРОДНОЙ УПРУГОЙ ПЛОСКОСТИ 
С ТОНКОСТЕННЫМ УПРУГИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

Равновесие однородной упругой плоскости с прямолинейным тон
ким включением было рассмотрено в работе [1]. Ниже рассматривается 
равновесие двух однородных полуплоскостей с различными упругими 
постоянными, соединенных между собой тонким упругим включением 
(слой клея).

1. Рассмотрим находящееся в условиях плоской деформации уп
ругое тело, состоящее из двух однородных полупространств с раз
личными упругими постоянными, соединенных между собой гонким 
упругим слоем. Согласно [1] на границе включения имеем

5,2 ֊=,■ + — 0. -.,2-^1+— = 0 (1.1)
<)х

Чх и.^ V՝ = (1.2)

01 -1 (1.3)
их 1

Здесь и в дальнейшем индекс 1 относится к нижней полупло
скости 1т г < 0. индекс 2 —к верхней полуплоскости 1тг^>0, 
',1, (1 — I, 2) — касательные и нормальные напряжения, и,-, V, — состав
ляющие вектора перемещений. ЕйК, >й. — модуль упругости и коэффи
циент Пуассона материала включения, 2Л— толщина включения, р—ра
диус кривизны средней линии включения,

Л
Т ( -^хс1у

Пренебрегая членами порядка 1 р и используя (1.3), условия 
(1.1) приведем к виду

=,■2- 5,1 = 0, - -„2= к (1.4)
ах-

к = = 4А|>. (1.5)
1 — veK 1 — vnK

2. Пусть на конечном расстоянии от начала координат на рас
сматриваемую плоскость действует уравновешенная система п сосрс-
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доточенных сил X. 4 /К (у = 1, 2, г/)> приложенных в точках г,
соответственно. Допустим, что первые т сил (т <■ п) приложены и 
точках нижней полуплоскости 1։пг<^0, остальные п — т приложены 
в верхней полуплоскости 1п։х^>0.

Компоненты тензора напряжений и компоненты вектора смещений 
через две функции комплексного переменного выражаются форму
лами [2]

Зл<- Г-Х,,1 = ф«(г) т2'М4+ ‘Мг)

2|Ч (и\ — IV.) - х, <։՛../ (г) ФоДг) — гФ,.,-(г) — 4՜ ։(г)
(2.1)

где

=
ОН;
дх г'.- = с)х' у.( = 3 — 4у/

модуль сдвига материала соответствующей полуплоскости. 
Функции Ф։и и ‘Го,- имеют вид [2]

т 

фо1(г) =~^ 
Л>

1
2« (14 -•/,) г֊*/

Ч-Ф;(г)

V 1 у гДХ^,¥-) 1
“ 2^(1 4֊ 7-3 ~\ 2-(1+г։) (г —г,)2

(2.2)

՝Мг)

ц- _ V ՛-■( о։(г)

Определим функцию 
плоскостях формулами [2]

(2.3)

1 у г;(А}4-/УУ) 1 , ц.,
г — г, > ~ 1 2" (1 - М (* — г?)՜

Ф։ (г) в верхней, а Ф4(г) в нижней полу-

Ф։(г) Ф։ (г) — гФ: (г) — ՝• \ (г) при г в
(2.4)

— Ф„(г) г‘1>2 |г) —‘Г„ (д) при г в 5

Определяя из (2.4) ՝Г, (г) и используя (2.2), (2.3), выражения 
(2.1) приведем к виду

3.,; — г’-.лу{ ф/(г) ф/(г) 4- (г — г) ФДг) 4֊ А, (г)
_ _ ___  (2.5)

2р/(։Г. 4֊/и;.) = /, Ф/(г) Ф,֊(г) - (г — г)‘1‘,-(г) Н[(г)

где
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ЛИ- 2-4
;-1

*1) 4
2» (14֊^)

у 1 1 □. V х> -,'у>
7"։2»(1 7т) г г, “\2~(1+М (г «у)а

4(0 (1֊хД; + /(1 ; М Уу 1 _ 
2-(] г- г.

у Х,֊НУу 1 , " 4 - гУ, г_-г>

12“(1 \.) г—г? 12՜ (1 + '•,,) (г ֊ 2)У

^}-
у (1֊ х,)АГу֊ /(1 /ДУ, 
г. 2^(1 +-Л)

< /1 (X 4- /У,) 1 $ Х<-1У>

— 2^(1 /։) г —г, ^(ЖК*֊ гу)-

5 (2) = V ' * ~ ха) Х* ~ * (1 " М Г; *_ _
2 у*, 2-(14-х2) г гу

у.2(Лу4֊/Г/) 1 < ^֊/У, г--5.

7 Т । 2М1 4-*2) 2-2, 4- хг) Дг гу)֊

На основании (2.5) для предельных значений напряжений и производ
ных перемещений по л- на действительной оси находим

30~Глу1 = ФГ (О -Ф|‘ (/) 4֊ Л։(0

=У2 /-хУ2= Ф2.(0-ФГ(/)-+- 4(0

2’Л։(н։ + /1п) •/-1Ф։(0-ЬФ1, (0 г 4(0 (2.7)

2Р::(«-: + ^2) ֊ \.Ф2 (0 4՜ Ф?՜ (0 - 4 (/)

Внося в граничные условия (1.2), (1.4) выражения для компо
нентов тензора напряжений и производных компонентов вектора пе
ремещении из (2.7), получаем следующие четыре задачи сопряжения 
относительно некоторых комбинаций граничных значений искомых 
функций

Ф.’(/) 1 ФГЫ ֊ Ф?0) ֊ ФПО -(ФИО • Ч’ПО-ФЙО -ФГ(Ы -

- А (0 + А(0 - Л(/) - ало
_____ _____

ех5ф.1(0 --ФГ(О - 5фз(0 (- *1ФГ(0 (*1Ф> (О зФ.7(О 1- (2.8)

-ех2Ф;Г(0 ФГ(О) ^4(0՜֊-4(н-т4(/) 4(0
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г/2Ф; (/) ֊ ФГ (/) - гф7(П - *, ФГ (/) ֊ (Л Ф1 (0 зФГ(6 ֊

- (/) _ф։-(/)) = в. (/) 4- ВДУ) - гВ.({) - <.ВД

А'։Ф1+(0 4 ^Г’^А) Ф1 (/> Ф; (/)֊ФГ(7)֊фГО)4- (2.8)

- (ФГ(/)4֊Ф (/) + Фг7й֊Ф..(/)ф^.։ФГ(/)

4-мъЧо) д8(/) аю- аю + мо-кЛ а)֊к.вТ(1)
где

‘ ֊• (2.9)
1*2 2’.*։

При принятых условиях функции ФДг) и Ф,. (г) на бесконечности
- 1 

ведут сеоя как —• 
г"

Решив задачи сопряжения (2.8), для комбинаций граничных зна
чений искомых функций получим

Ф. (О 4֊ Ф> (/) ФГ (0 - Ф։ (/) = /X (/)

гМ>2՜(О —Ф։ (О ®ФГ(О ч- 7.хФ1՜ (0 - О (/)

5х«ф2 (/) -ф, (/) гФГ(7) ֊ х։фг(о (о (2.Ю) 

кгф\ (0 ф <'1у1Ф|“(/)“ ф|՜ (0 — Ф* (О Ф| (0 ֊ ФГ0) = А’ (О 

где

ц(<) 1 Г А(0 4-ИЙ0-А(0 АСО(И
2ч) / — г

— ■х

| Л(2)= 1 / -Д (7)-зДг(0 + в,(/)-яГ(7) л
2՜/ , I — г

о,(Л 4,^.(О4Лю-^(О-^-со^ (2֊11)
2**/ в / х

— »

Д1 (г) _1_С ЛДО-ДП7) Д,(0 + Ай) ։11
— ж

Определение функции ФГ(О приводит систему (2.10) к линейному 
дифференциальному уравнению

Ф1’(/)4-ВоФГ(О-^(О (2.12)
где
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0(0 л о; (о о, (о- 1 о,(/>-^-1о;,10- О

(о֊՜2 <'))-
•Ха— 1 Х2— 1 /

А -1 **»4-1
к, ։х։(«, + 1) + >Ч(«2+1)

1)
2(/^ -1)

(2.13)

Решение 
имеет вид

в 2 _ (г 4֊ (г*2 М)
гх2(х։-: 1) 4- у.։(х24-1)

уравнения (2.12) с учетом условий на бесконечности

ФГ(/) = <ГН' 1՛ ОЩе^сН (2.14)

Используя (2.14) и 
мых функций. Функции

(2.10), найдем граничные значения всех иско-
Ф։ и 4’2 выражаются интегралом типа Коши

Ф. (г)
2 / Ф,՛ (0 ֊ ФГ (/) /( 

2та / г
(2.15)

Компоненты тензора напряжений и вектора перемещения могут 
быть найдены но формулам (2.15), (2.5), (2.6).

3. Рассмотрим частный случай, когда на упругую плоскость 
действуют сосредоточенные силы 2/Р, /'Р, —1Р в точках -,(0; Н),
г.. ( о; 76), г։1(о; /6) соответственно. Решением системы уравнений 
(2.10) будут функции

Ф, (0 = е ՛“ А„

Ф{ (/) = ф;'-(/) +
ЗХ2 Ф 1 ЕХз 4֊ 1 (—

2ехг(1 г ___ г(1 ■• •<■) с2 (г2 - г.;) .
ГХ2 4-1 / Т2 ' 57.2 - 1 (/ 7/ '

2(1 4- -А,) с2 1(1-Г Х2) С.(г3 —д3)

1/2 4-1 I — г3 2*8 4- 1 (/ ֊ г3)'-
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Ф.՛ (О ФГ(0 4՜ _£х_
' И - ( • 1 ) I 2֊.

,____ : / 1 *1) д_ М2 — 0 -4-1 с.

Цгхг4-1) (/ —-уг>Ч-1 / — г2

д 1—г с» (дг2 — г3) , а, (2 I 1 с 1 £ с2 (гд — зд)
~ Щ (/-7С)’ Ч,4֊1 /-Г, ! г/...4-1 (1֊։^ (3.2)

;>,-(/) Л _£1--------- 1 £»..(*։—£1? л ц с-\_
г /—2։ £ (/֊г։)՜ / -23 I -г3 •

где

2/Р 1Р
----- ■ С2 =----- :----------

2г (1 х։) 2^(1 ■/,.)
(3.3)

2£1 I 7 _ 2_(А ^1) (- 1)'՜'
1) + -4М-1))а

/Р֊2С4 /ч) |

>
&•/,(•/,4֊ 1) ■/,(•/., |-1)

:/с(у1 —1) *1 («--!)— (3.4)

(гх., 1)(/>4-Ое 2(гу֊ гу)
-'Л'л-1 О 4-у-1(\> : О

= 2М*1 ~ ~ 1) (£ 2(у- . О (у-1 - О
£ £Х2(а1— 1) Т֊х1(х24 1)

I с!^-'1 (*1 ('г2 14 ^‘'■2 (*! -!- I ))
27.И — 1

/?с= -6.хЛ։(21-г։)-^—Л>4 ^(г, гг)֊^֊֊ (3.5)
5У.а 4- 1 £Х.. 4- 1

_ 2с.2^(1 ха) 2с. ^...4 1)0 ±3)
5 ՝ 4-1 11 • /։ ( /.. 4-1)

п = 2с.к ։ 3 ■/.. (1 _ 4) I 2сйиз— га) ( уе *֊ 1) Ь 
гх2 4- 1 ' 4 - Ь | -1)

^=<•2^1 (г3 Ап) — , 4
£Х,. 4- 1

Для касательных напряжений на границе включении из формул 
(2.7), (3.1) (3.5) получим

_ ______ ՝/.(/■. 4- 2^-2 ! 1______
“Л1(^(4 ֊~17 ; 4(а. И) •«» И" (Н-
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֊ I f dt) . /... ( f (t ՜ O) Sin Bi dt ֊ b f ֊ -cos Bl 
J է՜֊֊ր- / AJ (/ a)— J (/4-o)S+4։

— < — 40 M ic

4 Կ ( Г (кгаЬй!* dt - h Г ™Bt _ dt4 _ 
\J «֊ «)= b- J (/-0)’-ձտ J

— 4Г 

է t
■ /?* I / / Г f cos Bt . . (' sin J?/ \

sin Bt Lj ( —--------  (It I ------------ (It ) 4-
I \J b + b J b±p / 

• - ‘К՛ — л:

Л՞ (/+«)cosÆ Ր sina \
”\J (/4֊ a)2 4֊ ծ2 ,՝ (/ + û)= ֊62 /

— ■* —. »

+ Լ, ( ք ՀԼ֊ ?> dt + b f . _ dt\
(է֊ a)24-62 .) (f-a)2-^b֊ / B +

•“>, — w 

2lE2t _ <t a} 2ЬЕЛ (t 4- a) 
(f Е)" (t - a)֊՜- b2 ՚ ({է՜-a)- ֊ձ֊ր

ik;, (t a) 2ЬЕС(/ — a)
(t-a)֊ + b2 ՝ ((t a)2֊r 62)՜

I
'i'-2z * 2֊zi £ Wi / /Г 'sîn Bt n 

֊-— cos Bt Л) ( ------------- dt1) . 4J B B

I C (/f \ / / i* ձԼճճԼsin
J B T-B ( ) “’AJ (H O)- b:

dt-b\ cosZ>v
(/4֊«)24

a) sin Bt .
— at 

a)2 b2
_cos Bt 

(Г

է t
• Di t /\tcosBt . . I՛ sin Bt ,\

s։n Bt Լ. I ------ dt + / ------------ dl ) Ւ\J B^-B J B-VB )

(t г a) cos Bt

(/ a)2 -b2
dt

sin Bt

(t - a)’2 t b-

a) cos Bt . . Г sin Bt
--------dt Z» ---------------

a)‘ r b'1 , {( — a)s փ b2
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где

//V,/ _ 2Ш.Л _ iN.it + а) ; 2bN.it-]-а) 
В-, Г- (/2 + /֊')2 (1֊а)9 + Ь* ՛ Сц~аУ~Ь^

/.У, и а) 2Л?/,. (I —- а)

(/ — а)2 4- (г ((/ — а)՜ ■ Ь“)‘

с1(у17.,> ֊ь 2/,г • 1) ^Ц. 1 *1) — у-1 (*$ + 1),
:■<,(/!+1) 4- (*>4 П + 1

4//(хх4 1)(^4 1)
+ 1) 4՜ Сч 4֊1))

сд (учуг- (1 — 2-) ~г 1)

£*2 4- 1

2Пс. (/.... - 1)(у_. & 1) 2/. у 1

Ж+1 :у2 ("•։ 4 1) /1(у;-г1)

2сг(у;.--- 4 1) I___ 2^ (у-е I 1> (•• -у1)
ЗХ2 (»! +1) 4֊ *։ (1 + \>) I *1 М (уч ! 1) 4- '1 (*й 4֊ 1))

(1 1 х..) 2с^ а> (1 4-у.^)
ех2 4-1 ' £у-2 I ՛ 1

Р 2։Ьсл(1 *,.)(1 — *>)
։՜ 6 “^4-1) 4-^(^4-1)

<4 (у? 4֊ 2*։ -) £у-. (1 ! у1) У1 (у:! 4- 1)
27... (х։ 4-1)4֊ у։ (у2 I- 1) ® (£У-2 4-1)

4И(*1 4-1) (зу.84-1) I с 2у7 ; 4- ах, (к, — 2) 
^1(^(у։ 1) • ууг 1))1 ' с‘ - I)

уУ 2^1 (1 — (у-1 4- 1)

5 £ \( ут 4-1)4 у ։ ( у-з4֊1)

= С2 (у? 4֊ 2\ 4- -) I 4/6 (ха 1) (2 4- уч)_______
57. (X, — 1 ) - 7Ч (X,. - 1 ) I -к. (3\. (7.։ 4 1)4֊ у> (у2 4 1 )

2/г(1 4-л) 2с,. 0^4-1) 
:л | 1 • 1

2/6сп (I • у.) (17., 4-2 4- 2г.)

гх2 (•/., |-1)4- (7.։ 4 1)
В. г֊. ,В

Вычислены значения касательных напряжений и -..и-.- в некоторых 
точках при различных значениях г и к..

Вычисления проводились при следующих значениях исходных па
раметров:

՝л. = ՝?п>:= 1/3, а = Ь = / 1 ед. длины.

Интегралы были вычислены на ЭВМ „Наири“ с точностью 
од-ю՜4.
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Значения величин
0.3гмУ | 0.3г:,«.

при ку - 0.3/ ед. длины

приведены п табл. 1, з значения величин 1.5г^м2
Рк, "ри

- 1.57 ед. длины в табл. 2.

Таблица I

Величина 1
1 >

0.1 0.2 0.3 0.5 1.0 2.0 3.0 ■1.0 6.0

0 2(1 0 100 0.138 0.160 0.227 0.1ы> -0.029 -0.001 -0.020 0.021
0.4(1 0.073 ֊0.117 -0.174 - 0.239 0.154 0.006 о 009 - 0.048 0.002

О.ЗК.уД 1 по -0.050 -0.096 -0.139 —0.197 -0.122 0.020 0.004 0.013 0.009
Р*։ 1.20 0.055 0.105 -0 146 -0.1‘М -0.101 0.043 0.013 0.00-1 -0.001

2.00 0.047 ֊ 0.090 -0.125 -0.173 0.067 о. ом П.016 0.006 0.015

0.20 0 о?! 0.145 -0.206 -0.258 0.179 0.028 0.013 0.002 0.002
0 10 -0 075 ֊0.151 •1 2.Н 0.253 -0.16-1 ֊ 0 012 0.000 0 он 0.(102

0.3^у| 1 (И) —0.082 0.156 0 210 -0 252 0.126 0.037 0.015 -0.(106 0.008
Р*1 1.20 -0.073 0.139 -0.189 ֊0.238 -0.131 0.028 0.018 0.001 0.008

2.00 —0.071 -0.136 0 187 -0.254 0.117 0.041 0.023 0.008 0.023

Таблица 2

Величина г 0.1 0.2 о л 0.5 1 о 2.0 3.0 4.0 1 6.0

и.20 -0.078 ֊0.147 -0.201 0.255 ֊0.182 -0.033 -0.011 -0.004--0.001

1.։ 
л/#

0.40
1.00

0.080
֊0.084 о о —

• *֊
<<

| '.У
-2

 Ю -0.214
-0.218

-0.262
0.273

—0.179
-0.176

0.020
-0.001

-0.003
0.008

֊0.001
0.006

0.000
0.002

1.20 -0.0-85 -0.161 -0.187 -0.275 -0.175 0.003 0.010 0.006 0.003
2.00 0.088 0.166 -0.226 0.28-1 ֊0.175 о.ою 0.015 0.010 0.005

0.20 —0.067 -0.128 -0.179 ֊0.237 ֊0.149 ֊0.003 -0.011 ֊0.009 0.004
0.40 —0.060 -0.116 0.147 0.218 -0.120 0.025 -0.00-1 ֊0.004 0.004

1.5г-»у । 1.00 0.048 и о*з ֊0.131 -0.176 -0.072 0.059 0.011 0.000 0.001
рА-, 1.20 —0.046 0 088 -0.124 0.167 -0.063 0.064 0.013 0.003 0.00(1

2.00 -0.030 0.075 —0.105 -0.140 - 0.037 0.078 0.020 0 005 0.000

Как видно из таблиц, на линиях контакта включения и полу
плоскостей возникают касательные напряжения значительной вели
чины.

Автор выражает признательность К. С. Чобанину за постановку 
задачи и цевиЛ՜-֊ указания в холе решения.

Институт мптсмлтмн и ысхпнивм 
АН Армянском ССР Поступила 26 XII 1967
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и. и. l-։U2l>։«Jna

BUPlUiU'TlUS 1J,nUQ4.IMiirij ЪЫиН‘‘1.1Ш-РП'1. Ub:U.trU.Ubl> 
дож» ufumiunru 2М.аиаеи.։1Вп՝пьр-зп1’ЪР,

II. if ||| II ||1 II i if

!t ри/риЛ/ииципн ш ri ш Ar/tu !{ uili 'iiltpi/pi/wti pin/ {unultA/i tl.put 

n՛ /t tit (f t] tf tit <У h t{hbtiipfibittgi/iu<) nitHipfi՝ > nit/ ui it ш put l^ntfuii՝) uftuitilnf ft, ш // qh g ttt - 

fljutb uttul/ qtttht/nq, muipplip iiitiiii^qiulfiub tUiumiuinniliblip nibhgaq, ftpljtu 

ll/tuur“, tup fl n ։ /> i ttthit/i p/i ш .ш t/ш и tn p in 1/2 nit i fl jniiip •'

Oiurttifbiuii/ipi/uid /; tn^ni’jinq itttputtlbLp/i putt/utniip hlipt/pt/mAp/i hqpmt)" 

Lplip I] tifa ui p nb ш g t/ш d nit}l.p/t ш q ql, г/ nt fl/tub qhtqpiiiii:

A. S. KHACHIKIAN

EQUILIBRIUM OF NON-HOMOGENEOUS ELASTIC PLANE 
WITH A THIN-WALLED ELASTIC INCLUSION

S u in in a r y

The elastic equilibrium of the two half-planes with different con
stants combined by thin-walled inclusion (layer of glue) under the action 
of concentrated forces is considered.

The behavior of the tangent stresses near the inclusion in case 
of three concentrated forces is investigated.
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