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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАКОНОВ ИЗМЕНЕНИЯ РАСХОДА, 
ДАВЛЕНИЯ, ПЛОТНОСТИ И СКОРОСТИ ГАЗА ВДОЛЬ 
ДЛИННОГО ГАЗОПРОВОДА ПРИ НЕСТАЦИОНАРНОМ 

РЕЖИМЕ РАБОТЫ
§ 1. Дифференциальные уравнения движения газа. 

Начальные и граничные условия

Однородное изотермическое неустановившееся движение газа н 
длинных цилиндрических трубопроводах описывается следующей си
стемой дифференциальных уравнений (!]:

<)(/ _ /пС____
дх ~՜

(и,
сН §8 дх

Р
(7

где р, у, и средние значения по сечению давления, плотности и 
скорости, / безразмерный коэффициент сопротивления, О— диаметр 
трубы, 1’ ускорение силы тяжести, — газовая постоянная, Т аб
солютная температура, х - координата, отсчитываемая вдоль газопро
вода, / - время, .9 площадь поперечного сечения, С весовой рас
ход газа по сечению трубы.

Решим систему (1.1) при следующих начальных и граничных 
условиях:

1. при ( 0 режим стационарный и заданный [2]

Р - Ро(х) | р;, -(^-РС-)у

G' = G'o const
.. | р;>

tlTR
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[ (/) — заданная функция (обращающаяся в нуль при / <. 0). которая

2. при х — 0, / ^> 0

3. при х = /, / 0

G (х, /) - G’o = const 

G(x, t) = Go 4֊ f(t)

(1.3)

(1.4)

где рл давление газа в начале газопровода (x - 0)
р, — давление газа в конце 

/ — длина газопровода
газопровода (x 0

Gq— расход газа при стационарном режиме работы

показывает закон изменения расхода газа в конце газопровода.

§ 2. Дифференциальное уравнение расхода газа.
Выражение давления, плотности и скорости через расход газа

Решение системы дифференциальных уравнений (1.1) при началь
ных и граничных условиях (1.2) (1.4) ищем в виде

Р{х, () 4֊ р (х, О

?(х, /) = f/0(x) ± '/ (х, I) (2.1)

и (х, /) = п0(х) 4- и (х, /)

G(л-, /) = G'o - G' (х, f)

Здесь р'(х, /)> (х, /), W’(л՛, 0 и G'(х, I) добавочные значе
ния давления, плотности, скорости и расхода над стационарными зна
чениями (существовавшими в момент t 0), появляющиеся вследствие 
неустановившегося движения газа.

Будем предполагать, что величины // (х, t), '/(х, Z), и' (х, f), 
(>՛ (л-, /) малы.

Тогда вставляя (2.1) в (1.1) и отбрасывая члены, содержащие 
произведения р', , и и G', для определения указанных величин по
лучим следующую систему дифференциальных уравнений:

Ф՛ _ _ '' (uqG' -г Gou')
dx ZDtfSRT

--------------- — — (2.2) 
dt gS dx

p' = g№

G' g$ (W՛ 4֊ Pe«')

Начальные и граничные условия в силу (2.1) примут вид

1. при t 0 /У (х, t) — < (х, /) ti'(х, /) = (/(х, Z) = 0

2. при х = 0 Gv(x, /) 0 (2.3)

3. при х / 6՜ (л՜, t) — f (t)
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Дифференцируя первое уравнение системы (2.2) по /, второе — 
по л-, потом приравнивая полученные выражения и принимая в расчет 
четвертое уравнение той же системы, можно переписать систему в 
форме

о՝ С ‘ иа дС ) и г, дС
дх: /./<?/? Т д1 Г дх

| = (2.4)
д( ^5 ох 

р' = ^Т'/

и՝ — (6՜ - 83и^')

Для удобства введем безразмерные величины. Для этого по
ложим

<7 = С06* Ро = /л/?- / ?։Г/°

х £х р' = ркр* и0 Уи\ (2.5)

/ = ?0 = «' = И«**

где С(|, /, /п. рк. И соответственно характерные расход, длина, 
время, давление, плотность и скорость. За характерное давление 
принято давление газа в конце (х /) газопровода при стационарном 
режиме работ։,։, за характерный расход расход газа при стационар
ном (/ -< 0) режиме работы, за характерную длину длина газопро
вода. Характерные время, плотность и скорость определяются из 
системы уравнении (2.4) в виде

'РСу Рь р/ _ Т_
§рь$О 1 цКТ $рк

(2.6)

После перехода к безразмерным величинам, система уравнений 
(2.4) примет вид

1 дв к" - 1 ^6’
Ох | А- (к~— 1)х д1 2|/г —(А5 — 1)х] дх

р =.;,= -(*= ֊ 1) 1՝-МО’ г) л (2.7)

с: . Л=-г1 С дС(х, 2) ,и ~ —г===^= -4---------------------- - |
.1 к- {к՝՜֊ 1)х [4՛ (А'՛ 1)х], дх

0
где 

рх
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Здесь и в дальнейшем для простоты штрихи и звездочки опу
щены.

Начальные и граничные условия в безразмерных величинах будут

1. при t <0 G(x, t) р(х, I) — ?(х, /)֊н(х, /) 0

2. при х = 0 G(x, !) = 0 (2.8)

3. при х = 1 (7(.г, Z) — /(/)

Из системы уравнений (2.7) видно, что если известен расход 
газа, т. e. G(x, t), то без труда можно определить как давление и 
плотность, так и скорость в любой момент времени / в любом сече
нии газопровода.

Поэтому перейдем к определению расхода газа, т. е. к решению 
первого уравнения системы (2.7) с начальным и граничными условиями 
(2.8).

§ 3. Решение первого уравнения системы (2.7)

Для решения указанного уравнения введем новые переменные 
в виде

г = I - 1) х, /, = /
4

Тогда первое уравнение системы (2.7) примет вид

д'֊в дв ------- — г — 
дг*

При этом начальное и граничные условия будут

1. при / - 0 (7=0

2. при г = к (7=0

3. при г = 1 6’ = /(0

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(Индекс „1“ в дальнейшем будет опущен).
Применим преобразование Лапласа к уравнению (3.2), для чего.

умножив обе части указанного уравнения на е“3/, где з = и 
проинтегрировав по I от 0 до оо, найдем трансформату Лапласа

G(z, t)dt, которая удовлетворяет следующему обык

новенному дифференциальному уравнений):

d֊Q 
dz"

z2Q- 0 (3.4)

с граничными условиями
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1. при 2 = k О •=> 0
2. при 2—1 Q =

где

/•*(=) = le

Решение уравнения (3.4) записывается в форме [3]

Q(z, з) z> СУГ / 2 
+ C.I- (3.6}

где С։, С. постоянные интегрирования,

I ( ֊,' г 1 I з ) модифицированная функция Бесселя первого рода по

рядка -1֊; У 
\ •Э ч) /

Постоянные С,, С2 определяются граничными условиями (3.5).
Определяя эти постоянные и подставляя их в (3.6), получим

где

М(з) = /

По теореме обращения имеем

б’(л 0 =
С + Н

£2 f O£L
2^z J М(з)

Сначала найдем решение данной задачи для частного случая, когда 
заданная функция /(/) определяется в виде

/(/) = asin <՝d (3.8)

где а = const.

Тогда

/■'(’) = a I е Tf sin ^tdt — -----J за4-^
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При этом формула (3.7) примет вид

(3.10)

Тогда (3.9) запишется в форме
Г-»7ч

I <7(2. о '1’к, =)е”Л
с-Г—

(3.11)

Для вычисления интеграла (3.11) применим теорему о вычетах. Обо
значим через ;Л часть окружности >, расположенную слева от пря
мой А\: с, через с ~ — точки пересечения с этой прямой и
через I’« — замкнутый контур, составленный из отрезка (с 73„,

с 4֊ /3„) и и проходимый против

Из выражения (3.10) видно, что функция '1՛ (г։ г) имеет полюсы 
к точках — ±/ч> и ' = — дл, где /'7.т рт(т 1, '2, 3-, •••) —корни 
следующего трансцендентного уравнения |4] 

а • 9т (т 1, 2,...)—корни уравнения [4]

/ 0 (3.12)
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■ ■ Д- ••'֊— — ........... ■■ ■

где

порядка v^-v 

окружностей 
Ф(г, э) ~0
Жордана [5|

2
3
1
3

функции Бесселя первого рода

1 \ n— - Отсюда следует, что существует систем:։ 
»Z /

7л, 1 3 i — «л» A'i < АА \ • • -<^ /<„ — • , на которой
равномерно относительно arg Но так как по лемме 
при / > О

2
3

Z, з)е:'с/- = 0 

то при f>0

1»

вместо (3.11) можно написать

G(z, f) -r-lim рЦ*. z)e~ldz 

Гл

Применяя теорему Коши о вычетах, мы получим, что

G(z, t)—^>az lim^jres<J>(z, 2) e:1 (3.13)
Л- * (Г/i)

где сумма берется по всем особым точкам функции Ф (z, 2), лежащим 
внутри Г„.

Имея в виду указанные полюсы, (3.13) можно переписать в сле
дующей форме:

G{z, t) = awz ^res j4>(z, /•>)] e/ ՝' - res |Ф(г, — A»>] e ՛"՛ 4՜

00 ~ar>t( I4- V res[<l>(z, ֊֊\n)]e J (3.14)
m-l J

Вычисляя (3.14), получим

G(z t) a^~' 1"0 (Z։ k, el) /^(1, k, >։>)J3(z, k, i»)]sinv</
a՝“z '1 <՛. |Лг(1, к. ^ + в՝(\, k, «..)]

где
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±/Л/.(;Г ±/)] ->л

Из выражений А (г, Л, ад) и В (г, к, <о) видно, что

А (к, к, р»)—В {к, к, •՛>) О

Известно, что весовой расход газа в последнем сечении газопровода 
(т. ՛.՝. в сечении х=£, или г 1) дастся следующим графиком [6] фиг. 2.

Фиг. 2.

Этот график можно представить функцией / (/) с периодом Т ( Т есть 
суточное время) 
где
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/(0 =

/1(0 при 0

/2(0 при /։
(3.16)

Разлагая / (/) в ряд Фурье по синусам, получим

/«= 3
л —1

Ь„ т (3.17)

где

Применяя преобразования Лапласа относительно (3.17), получим

(3.18)
—, зл о՞»=։ ՛

В силу (3.18) формула (3.9) примет вид, т. е. для расхода получим 
следующую формулу:

(3.19)

Интеграл (3.19) определяется точно так же, как и интеграл (3.9). 
Применение вышеуказанной теории о вычетах к интегралу дает

(7(- /)= - V I ^>л)~Д1, к, ">п)В(г, 1с, <■>„)] 5<

6п|Л(1, к, к, >%) — 3(1, к, шп)А(г-, к, <%)| соя *'>Л\
Л2(1, к, <'*л) 7-^(1, к, у>я) /
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§ 4. Определение давления, плотности и скорости

В силу (3.1) второе и третье уравнения системы (2.7) соответ
ственно примут вид

I Р = ^■ »)</? (4Л)
2 .1 О:

о

„ = -£-21՛ дв^ (4.2)
г 2.1 дг 

и

Есля /(/) изменяется по синусоидальному закону, то имея в 
(3.15), для давления, плотности и скорости получаем следующие 
мулы:

Р(2> /) = Р(г, о= , \ . сНиа- *)аи>| & |Л(1, к, <•>) ■ /3“(1, к, е>) | I

виду 
фор-

- cos <•>/) — В (1, к, от) sin u>f | [A (z, к, <՛>) -г '2zA' (г, к, от)] г 

4֊[В(1, к, w)(l — cos от/) -{֊/1(1, к, <«>) s.jn *'7] |B(z, к, от) •

где G и р определяются соответственно выражениями (3.15) и (4.3). 
Если же /(/) дается по (3.16), то для давления и плотности получаем 
следующую формулу:

р (z, /) у (z, 1)-= ֊р- SjWn^2(lj Հ вг(1, к, v.„)| Х

х|[Д(1, к, •՝»„)(! — cos <՛>„/) — В(1, к, •՛>„) sin v>nt| [A (z, к, ՛՛>„) -

-т‘2гА '(г, к, <•>/,)] г [Л?(1, к, ш„)(1 — cos I»,,/)
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- /4(1. к, <%) л։п •֊*>„/] (г, к, • 2гВ'(г, к. ю„) ] 4֊

л скорость определяется формулой (4.41, только в »том случае 6՝ и /> 
определяются соответственно выражениями (3.20) и (4.5).

Пример расчета

Для примера необходимые данные (I, /и. К, Т, О, /.) и функ
ция /(/), которая показывает закон изменения расхода п конце газо
провода. взяты из работы (7]. Разлагая функцию /(/) в ряд Фурье но 
синусам и ограничиваясь четвертым членом ряда, л также определяя

1. 2.3, 4) корни уравнения (3.12) по формуле (4] (стр. 307), со
гласно формулам (2.1), (3.201, (4.4), (4.5) для расхода, давления и 
скорости построены графики (фиг. 3, 4, 5).

Фиг. 5.
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Сопоставляя эти фигуры с рисунками (1, 2, 3) работы [7], легко 
заметить, что между ними нет качественной разницы, а существует 
только количественная разпииа.
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11Ճ-ՍՏԱ8ԻՈՆԱՐ ԱՇԽԱՏԱՆՔԱՅԻՆ ՌԵԺԻՄԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

II. մ փ 11 փ ո է մ

Աշխաաանրէսմ ստացված հն րանաձևեր' մ ամ անակի ցանկացած ակն֊ 
ի արթւոմ, երկար ւ/աւ/ամ/։։ դի ցանկացած 'աււււււ յ/հոմ՝ դավի ծախսի, ճնշման, 
խաւս[11ան և արաոոէքէյան որոշման համար, 1վէե տրված Ւ, դււպի ծախսի քիս- 
վսխությրսնր դաղամա ղի վերջում : Արհամ արված հն ճնշման, խսսււթ յան, ա֊ 
րադս։ խ լ ան և ծա իա ի լրացուցիչ արմ հ րների արտադրյալներր նրանց աոացիո֊ 
նար արմն րների հ ա մ հ մա ա ո ւխ յա մ ր (որոեր դ // > ո ւ /1 I Ո ւն ունեն | Լ՚-ոէմ), սրոնր 
ի Հայտ են գալիս սչ-հասաաւէս/ած ջարմման հեաևանրով;

S I. TZATURIAN, Р 1 TSOY

THE DETERMINATION OF THE LAWS OF GAS CONSUMPTION, 
PRESSURE, DENSITY, AND VELOCITY CHANGES ALONG A 

LONG GAS PIPELINE WITH A TIME DEPENDING
WORK REGIME

S u m in ary

Formulae for the determination of gas consumption, pressure, 
density, and velocity in any section along a long gas pipeline at any 
period of time with the gas consumption change given at the end of 
the gas pipeline, neglecting the products of additional pressure, density, 
velocity and consumption values in comparison with the stationary 
values (existing at the t - 0 moment), that appear as a result of the 
non-stationary gas movement are derived in this paper.
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