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БОЛЬШИЕ УПРУГИЕ ДЕФОРМАЦИИ РАСТЯЖЕНИЯ, 
РАЗДУВАНИЯ И КРУЧЕНИЯ СОСТАВНОЙ ТРУБЫ ИЗ 

СЖИМАЕМЫХ МАТЕРИАЛОВ

В работе рассматриваются задачи больших упругих деформаций 
ДЛЯ трубы, составленной из нескольких надетых друг на друга и 
спаянных по боковым поверхностям однородных, изотропных круглых 
труб из различных сжимаемых материалов.

Решение задачи больших упругих деформаций для однородной 
трубы дано в [I, 2|.

Эти задачи для составной трубы из несжимаемого материала 
рассмотрены в работе [6].

1. Пусть круглая цилиндрическая труба, состоящая из (п - 1) 
однородных, изотропных и сжимаемых слоев в нёдеформированиом 
состоянии, имеет радиусы

Материалы слоев имеют различные функции энергии деформации 
(к - 1, 2, • • •. п ֊ 1). Между слоями существует полное сцеп­

ление.
Рассмотрим случай, когда труба испытывает одновременно сле­

дующие деформа ци и:
а) простое растяжение в направлении оси трубы с коэффициентом 

растяжения
б) кручение с углом закручивания 7 на единицу длины растяну­

той трубы.
в) Раздувание, при котором радиусы >• &2 • • • > рп переходят

в г1^' г- • ■ / л. Если рассматривается задача выворачивания трубы,
то чОгО

Рассматриваемая деформация трубы

П*) — Г(к) (р), 0=0+ /Лх„ у3 = 1-х3 (1.1)

?(4)в ?(*)('')» 0=0 — ^3, х3 = -//л (1.2>

где 0, и г, Ь, ул — цилиндрические полярные координаты точки 
трубы в недеформированиом и деформированном состояниях соответ­
ственно.

Индекс (к 1, 2,••-, п 1) показывает номер слоя трубы.
Компоненты коитрвариантного тензора напряжений определяются 

соотношениями III:
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ф^+чг£'7-; рв'՛
где Ф, 'Г и р определяются выражениями 

ф '<2^, Ч-_ 2
I л <*А /А д!.

о ГР -1 ‘3н дк

Здесь /1։ А, 1, инварианты деформации.
Метрические тензоры недеформиронанного 

состояний тела будут [I]

(1.3)

(1.4)

и деформированного

в=г- (1.5)

0 0 1

Я =
(1.6)

1 О О
О г О
О 0 1

1 О О

Компоненты тензора В'՝ выражаются в виде

В" г-(Г )

в“=-£ (1 ->.ч>։) + 4 
р ?

р=
В-՝ ЖГ;, В1л֊^Вл՝=0

(1.7)

Для компонентов ковтрнариантного тензора напряжения (1.3) из (1.5.1, 
(1.6) и (1.7) получаются выражения

*м = -?< -I- (/3 - Г2) ф 4- Л рл - г2 (1 + )]Ч- (1.8)

т* = /,Ч (Ф 4- г֊՝Г), = 0
При отсутствии объемных сил напряженное состояние удовле­

творяет уравнениям равновесия
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(* = ։, 2.-՛-֊ »-։> (1.9)

условиям сцепления

г[к) ПРИ Р=^*л1 1 1()
-и__ и . ' * '•(*) *(*+!)

я условиям на внешней и внутренней цилиндрических поверхностях 
составной трубы.

Результирующим моментом и результирующей силой системы 
сил, действующих на плоском торце составной трубы, будут

М 2֊ ՛* «•>)(1Л1>

г2 I
(1.12)

На внешней и внутренней цилиндрических поверхностях состав­
ной трубы могут быть заданы два из следующих четырех условий:

$)=•*■■ '•<»='■> "Ри !■ = ֊'* ....
\ 1 • 1 ч) '

>-1) Р” '■(-.-П՜'՛.. ЙР“

Условия (1.10) и (1.13) являются краевыми условиями, которым 
должны удовлетворять решения нелинейных дифференциальных урав­
нений второго порядка относительно искомых функций г-лЛ?) (1.9).

Если из (1.9), (1.10) и (1.13) найдены г^-Л?), то на основании 
(1.8), (1.11) и (1.12) определяется напряженное состояние.

Если > или /. неизвестны, то для определения их к основным 
уравнениям (1.9) добавляется (1.11) или (1.12), где .11 или Л՜ заранее 
известны. Если оба !> и л неизвестны, то к (1.9) добавляются выра­
жения (1.11) и (1.12).

2. При малых, но конечных деформациях функцию энергии де­
формации можно представить выражением, данным Мурнаганом [3]

1Р= АЛ +А/? ДзЛЛч-л,//- АЛ (2.1) 

где Л, / и /л — инварианты деформации, определяемые формулами
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Л-А-з
/2 = А —2/։֊Ь 3 (2.2>

Л = А ~ 4 + 4 —1
Л։ — Ай — постоянные, определяющие упругие свойства мате­

риалов.
Подставляя в (1.8) выражения

2Ф = — -■ (3 Л Вх/1 А3/» Я.)
V ‘з 

о
чг = т^-(АЛ֊Н4) (2«зЯI 4

Р= 2]/Т3А, 

которые получаются из (1.4), (2.1) и (2.2) после введения новых по­
стоянных

В. -2А-4Лл-18.44
б։ = ֊2Д -6А.-9А, — 27Л։4-А, (2.4)

В^А.-ЗА. А
получим

2г;• '1 — 5-._- 3 А31{ ֊֊- /44 -г А4 •• В2 •-

= .п + 2 /Г _ гЧ.=.р _ Л (ЗЛ/? В1/] + й=) +

у Л ՝ У '

+ (Г7-^)(-4зА + 53)

-» .. ,п (; г _ гр (34։/? + + Л։/г + й; } 2 + (2֊5)

+֊^-1>-։ - г (1 + т։)1 (4,/,+вл) !

о; 2л з
= - вл-^АЛ+а г; (А/, в.,)1

I гз
т’2=гти = о

Здесь инварианты /п /3 определяются выражениями
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/։ = £'։С> = г? 4- ~г 4- ггЛ: -֊֊ / 2
Г'՜

4 - /л = 4- гу>V - ֊ (2-6)

в Г^!՝
I ~ * ?г

На основании (2.5) уравнения равновесия (1.9) приводятся к си- 
чтеме дифференциальных уравнений

/ зд'*՛/;*՛3 д*‘>/5‘>+ ВР 4-
I I Д*> 1

+ л)(л*’/*.*>+ &*’) 1+241“I -

2'Ю, 
1 /■*

|(Ф #■’) +
+ (5‘К5Э1 +г3о,г;д,-.:?: ֊ ^)(Л1“/Г' - Я“) ■ Л'?/Г (2.7)

3. В качестве- конкретной задачи рассмотрим выворачивание
наизнанку трубы, состоящей из двух труб. Пусть функции энергии 
Деформацни материалов этих труб имеют следующий вид:
| 1Г(„֊ -2.4б/" ■ 10.9/1՜- И/!"/" ֊2.76/"

Г1»--5/"-22Г֊МЛ3^1- 5.6/=’

При подборе постоянных, входящих в IV', ь, использованы опыт­
ные данные Ривлина и Сандерса 4) на простой сдвиг и на простое 
удлинение. Постоянные, входящие в йм,. выбраны, используя резуль­
таты экспериментов Треолара |5].

Слагаемые в выражениях 1Г<П и Ичд. содержащие отброшены 
для упрощения вычислений.

Если н уравнениях (3,1) пренебречь членами более высокого по­
рядка, чем второй (по отношению к главным удлинениям), и инва­
рианты Д и I. выразить через главные удлинения (см., например, [2])

Д — М К 4- — 2 (е։ г ег г вэ) (с| -те; е.‘> ) -|- 3

/3 >/} -г •+* /$/; » 3 4(е։ • е. е,) 4՜

+ 2 (<•; I г'е Ь с?) 4- 4 (е։е, 4- е:е3 4- е։е.) • О(еа ) (3.2)

то после простых преобразований получим выражение й՜7 классиче­
ской теории упругости
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2Г։Ц = 73.36 (е(։։> Ч- е(?։ 4֊ е‘п)2 -| 2 4.92 (е'П-‘ е<”- Ь е<։'֊’)
(3 Зк

2 Г.2) ֊ 156 (е</> 4֊ е’2( 4 е’->)2 4 2-10 Ц2’5 4 4֊ е<->2)

Отсюда видно, что выбранным материалам при малых деформа­
циях соответствуют упругие постоянные Ламе и, 4.92, 'д2 - 10, 
/ч 73.36, л2 156, коэффициенты Пуассона :։ 0.47 и модули
Юнга Ег = 14.4 кг саг, £. 29.4 кг саг.

Для рассматриваемого частного примера из (2.7) получаем
г(|„, (- 0.6 г-„:.Т 66 ֊ 24.66 ф + ։ 1 ֊^֊ ֊ 8.14р ) I

• I V /
4 а 2 '•

0.2А -Г зз^-1--Г-֊ -22 -Г^Г^ 24.66 4-
'• Р ?* ?

г Г- г* г3 г г424.66 -1^4X1). 4- 22^ШлрП_ _ 33 ГО^:Д1> _
?■ Р3 р*

Г3 Г
8.14 г(11г,-г-0.2-1р 8-14-р 0 (3-4)

Г, ;Д Г2г-' ;■ И4 ' 57Г- ■ 24Г; 11:.Г

— 4/-,».. 72 ^2- - 48 'г' - 57 57^гйД +
? г р р

+ 48-(-‘^ - 72 - 11г,, . - 4^4-11-^ -0 (3.5)

На основании (1.10) и (2.5) имеем условия

Г(П ֊ П2) =
^?(22 '4֊0.2 4 г,„/114֊24.66 ; - 8.14?2) =

= (48 ֊^֊ - 4ь) - '•(=„(24^֊ ֊57 ֊( - Ир.) (З.б>

при '> = Р2.
Варианты постановки рассматриваемой задачи непосредственно 

связаны с конкретными условиями на внешней и внутренней поверх­
ностях трубы. Два из этих вариантов рассматриваются на следующих 
численных примерах.

Пусть двухслойная труба из кышеподобранных материалов в не- 
деформированном состоянии имеет радиусы поперечного сечения: 
;-1 ֊ 20 с.и, V. -49 сл(, — 18 с.и. Труба выворачивается наизнанку 
так, что после деформаций внешняя поверхность переходит на сво­
бодную от напряжений внутреннюю поверхность (г-. —18 елг) при
коэффициенте растяжения л -= 1.
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На свободной от напряжений цилиндрической поверхности 
= — 18 см имеем следующие граничные условия:

Пн (20) = гх = — 18 с\и
(3.7)

I й^нЛ24-66?՜՜’1^ "8л*)/(22?-°-2?՛)
Последнее выражение получается из условия 0, когда 

р, 20 с.и, ,т знак перед корней выбран на основании геометри­
ческих соображений.

Опрг делян решение дифференциального уравнения (3.4), удов­
летворяющее граничным условиям (3.7), из (3.6) легко найти г. и 

Т։ с* граничные условия, которым ДОЛЖНО удовлетворят!, 
решение дифференциального уравнения (3.5).

Подставляя полученные значения г,։,. г , г и г, , в (2.5). по­
лучаем величины компонентов контрвариантного тензора напряжений.

Численное решение задачи найдено с помощью вычислительной 
машины „Напри—1“. Результаты с точностью до пропущенных зна­
ков приведены в табл. 1.

Там же, с целью сопоставления, и скобках приводятся резуль­
таты соответствующих величин для трубы из несжимаемых материа­
лов, т. е. когда в (3.1) принимается /'7 = Й‘*= 1.

Результирующая сила на торцевой плоскости составной трубы 
получается из (1.12)

А՛ = 62.886 лч

Для указанного несжимаемого материала

А’=47/281 кг

Пусть теперь рассматриваемая двухслойная труба выворачивается 
наизнанку так, что и внешняя и внутренняя поверхности после де­
формаций остаются свободными от напряжений при коэффициенте 
растяжения >• = 1.

На цилиндрических поверхностях — 20 см и у3 -- 18 см после 
деформации имеем следующие граничные условия:

./ 1.233 г;՜ 0.001375 г[~Гб2.8
,.1гГ_ 4՛------------ (3.8)

. 371667 г‘~ 0.004115 г‘~ 198
2.6667 г; 72 (3։9)

которые получаются из условий _го 0 и л = 0.
Эти граничные условия вместе с (3.6) достаточны для решения 

дифференциальных уравнений (3.4) и (3.5). Программа для вычисли-
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тельной машины составлена так, что, задавая гг и решая дифферен­
циальные уравнения (3.4) и (3.5), добиваемся удовлетворения (3.9). 
Результаты решения приведены в табл. 2.

Для результирующей силы получаем

.-V = - 1.6097 л г (֊ 5.8157 лг)

Здесь тоже сопоставляются полученные числовые результаты с 
соответствующими результатами для трубы из несжимаемых мате­
риалов.

Из таблиц видно, что при выворачивании двухслойной трубы 
наизнанку учет малой сжимаемости материалов (соответствующей 
о 0.47 при переходе к линейной теории) значительно изменяет на­
пряженное состояние. Изменение деформированного состояния незна­
чительно.

11о-видимому, изменения напряженного состояния нельзя считать 
следствием только влияния сжимаемости материала, так как учет /, н 
1Р՜вообще изменяет зависимость между напряжениями и деформациями.

Пользуясь случаем, автор выражает глубокую благодарность 
К. С. Чобаняну за постановку задачи и руководство работой.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 21 II 196Տ-

1հ Ь. ւՈւՐՏՃՅԱՆ

Ս1)Վ1ՈՎ1՛ Ն3111ՎԿ?Ր1’Ո ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ՐԱՎԱԴՐՅԱԼ ԽՈՂՈՎԱԿԻ ԱԳՄԱՆ.
ԸՆԴԱՐՁԱԿՄԱՆ 1>Վ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԵԾ Ա11-ԱԱԴԱԿԱՆ ԴՍՖՈՐՄԱ8ԻԱՆԵՐՐ

II. մ փ ս փ и ւ մ •

Ներկա աշխւսւոանըոլմ' մեծ ա սաձդւււ կան դեֆհրմտցիաների տեսության 
՛իման վրա, դիտարկվում Լ սհդմ1<{ի նյութերից պատրաստված, կ{մի <յ[Ա>- 
նային խողովակներ ներկայացնող, շհրահրիէյ կաղմ ւէտծ րաղաղրյալ խող{ւ~ 
•/ակի ձղման, րնդարձակ։! ան և ոլորման խնդրի լուծումը. երր դեֆորմ ացի։ս~ 
ների էներգիա լի ֆունկցիան ունի ընդհանուր աեսր։

Ուսումնասիրվում է նաև ալն դևպըը, երր դեֆորմացիանևրր մեծ լկն 
րայց վերջավոր են) ե դհֆորմարիաների կներդիայ/ւ ֆունկցիան կարելի I; 
արաա '.սւլուել Մ ուրնաղանի ա րտ ահ ա յա ու [I յ ան միջոցով։ II' ուսհտվորաւդես, 
[{վային օրինակների աե։ւրով, դիուարկւիււմ Լ երկշերտ խոդօվակի շրջման 
խնդիրր։

Աշխատան րոէմ օդտադււրծվամ Լ' Համ աոեո, սեղմելի նյութից ւդաարաստ֊ 
ված խողովակր համար Գրինի [/»■?] կ՚՚՚Լ^ից տրւխոծ լուծումը։



Большие упругие деформации для соегаикой трубы 35

R. E. MKRTCHIAN

LARGE ELASTIC DEFORMATIONS OF EXTENSION, 
INFLATION AND TORSION OF A COMPRESSIBLE

COMPOSITE TUBE

S и in m ary

The solution of the problem of large elastic deformation for 
extension, inflation and torsion of tubes, composed of compressible 
circular, cylindrical tubes is considered. The strain-energy function has 
been taken in a general form.

The case, when deformations are not large (but are finite), and 
the strain-energy function has Murnaghan’s form is also considered. In 
particular the solution of the problem of tube composed of two layers 
and Turned inside our is given with the help of numerical examples.

A. E. Green’s solutions [1, 2] for homogeneous compressible cy­
lindrical tubes are used.
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