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Л. Г. БАГДОЕВ, Л. А. МОВСИСЯН

К ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ УДАРНОЙ ВОЛНЫ 
В НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Рассматриваются некоторые одномерные и квази-одномерные за
дачи нелинейно-упругих и нелинейно-геометрических тел.

Определяются ударная волна и решение н ее окрестности.
1. Уравнение одномерного неустаиовившегося движения для фи

зически и геометрически нелинейного стержня-полоски имеет вид |1,2]

2 &Н '2К'Л , о и и'-и _ д-и 
Зр / с1х дх~ д&

(1.1)

Здесь и(х, () продольное смещение, а — I (З/С-т 40') Зр скорость 
распространения упругой волны коэффициент, характеризующий 
физическую нелинейность в зависимости [1]

од. = ЗК(1 Ч- хЛо) •„ I- 26’(3.Г ֊ е0) (1.2)

Для уравнения (1.1) берем следующие начальные

и = - — 0 при /֊—О (1-3)

и граничные

-ДЕ=еУ(/) при х = 0 (1.4)
(И

условия, что соответствует удару по полубесконечному стержню. В 
(1.4) : малая величина.

В линейной задаче вторым слагаемым н левой части (1.1) можно 
пренебречь, и решение примет вид

<г=/(х—а*) (1.5)

а из условия (1.4)

«I
/(х Оо = - — 1’ ЙМ (1.6)

о 
О

-V
Полученное решение (1.6) показывает, что и(~), ~ I—• Поэтому, 

а
естественно, решение нелинейного уравнения (1.1), где нелинейность 
существенна только для окрестности фронта волны - -֊ 0, для боль
ших моментов времени (см. ниже) искать в виде [3]
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и гщ (', г), г —

Подставляя (1.7) в (1.1), можно получить

()г д-.

(1.7)

(1.8)

где

к - 2Ку.
Зр

дш 
д-.

(1.9)

Решение (1.8) имеет вид

/<зхЛ=т-.>(А’)

Функция •>(/■ ’) определяется из условия (1.4) и имеет вид

(1.10)

Тогда (1.10) запишется в виде

Г = ^(т—ЬхГ) (1.11)

Полученное решение имеет место для больших I и х в окрест
ности фронта волны.

Условие на ударной волне получается из (1.1), если искать ста-
ционарное решение (1.1) в виде и —к(;), ; — л- — И/, и имеет

А'а'-з Г
V а----------- Г

2

нид

(1.12)

Здесь V скорость ударной волны.
сП

Подставляя (1.11), записанное в виде

Гр ИЛ (1.13) 
а

в (1.12), можно получить дифференциальное уравнение вдоль ударной 
волны х — х(0

1 ֊ — - кг ( /- (1Х 
а \ <Н (ц

Подставляя сюда (1.12) и умножая на /’, с учетом —֊ - V, можно 

получить

ИУ, (1.14)

откуда 1$
Л 

9 Г
(1.15)

кгх.' 
о
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при х-- , 1' -0. Поэтому в верхнем пределе в (1.15) можно пола
гать Гв, где — 0. В случае к < 0 должно быть /7>0, т. е.

(Мб)

По (1-11) к՝(У\) ^(^1)> т. е. ударная волна образуется при «(У։)^>0,
соответствующему нагружению стержня, причем в некоторый момент 

и(П) = о.
Если же у(Уг1)^0, что соответствует разгрузке, то /’(У։) -СО. 

Тогда согласно (1.16) должно быть /’-0, т. е. ударная волна отсут
ствует и имеется непрерывный переход через волну х а/ к невозму
щенной среде.

Таким образом, соответствует ударным волнам газовой
динамики. Если к^>(), то будет ударная волна разгрузки, поскольку 
в силу (1.16) должно быть V 0. В этом случае можно рассмотреть 
и задачу о нагружении с убывающей скоростью г»(/). Тогда по перво
начальной непрерывной волне нагрузки будет идти ударная волна раз
грузки, в которой скачок скорости дается снова (1.16) (см., например, 
формулу для давления работы [4], выведенную для случая уравнения 
газовой динамики, которая несомненно будет верна и для уравнений 
теории упругости, если показатель адиабаты ՝; заменить соответ
ствующим коэффициентом).

2. Если материал стержня нелинейно вязко-упругий, то 
(1.2) нужно брать 

где 7 мало, и уравнение движения имеет вид

л/, д \(У'и / л 2 К*, \ ди дги д-и 
а՝ I 1 -г « —-------- о- |--------- к ) =-----
X д1 / дх՝ ՝ 3'/ / дх дх- дГ-

Вместо (1.8) получится 

аг аг _
дг ' д֊ 2$а д?

Подстановкой [3] 
г а ди 1

гак д~ и

уравнение (2.3) приводится к виду 

дЦ дЧ/_ 
дг 2га д-У 

вместо

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

решение которого по условиям (1.3) и (1.4) находится в виде квад
ратуры.
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3. 11рнведенныи в п. 1 метод применим для задач о взрыве с 
цилиндрической и сферической симметрией.

Зависимость напряжения от деформации берем в виде [I]

зг=3^(1-֊ ^о)з0 + 2С(гг -s0)
(3.1) 

=35֊'ЗА(1 zj֊(i);0 •

где компоненты деформаций определяются формулами [2]

du . 1 / du \- и 1 / и \՞ 1 о nv■' Т+Л~Г)՝ z- V (- )’ г» v(2'”i։) (3-2) 
Ur 2 \ Or / Г 2 \ г / 3

а и радиальное перемещение.
Подставляя эти выражения в уравнение движения, введя вблизи 

фронта волны аналогичные (1.7) переменные

u = zw('.,z), z zr, x=(-.r (3.3)
а

и оставляя малые порядка з", можно найти

֊£ + ֊ - kF^-=O, I-՜--֊֊ (3.4)
дг 2z д- д'.

Решение этого уравнения запишется в виде

-. = 2kzF \rf(F\ z ) 
или

Г = —U- i (Г։), У, = - 2kzF (3.5)
I *

где функции ! или '• находятся из граничных условий или из условий 
перехода (3.5) для конечных " в линейное решение, соответствующее в 
(3.5) k ֊ О

Автомодельное решение по (3.5) запишется

т = 2kzF + czF* (3.6)

11олученные формулы можно применить к определению окрестности 
ударной волны в полуплоскости, когда по границе се движется пе
ременное давление [5]. Вблизи участка ВС ударной волны (фиг. 1) для 
больших моментов времени можно но линейной теории найти напряже
ния или деформации, причем, например, для w имеем [5] (в полярных 
Koop4v натах г, Ь х г cos ri, у г sin 0)

«.= -֊=-?(•. °) <37)V 2
г.где, как можно показать, производные но 9 в уравнениях движения 

могут быть отброшены (условие квази-одномерности), и решение вблизи 
фронта ВС дастся (3.5). Функция у (■) определится на выходе к ре
шению (3.7), причем 'И՜) — ’?(•> $), где $ играет роль параметра.
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Для определения решения на самой ударной волне воспользуемся 
формулой для скорости ударной нолям, имеющей вид (1.12). Тогда, 
подобно (1.16), можно написать

(3.5). можно 
затухания

Ь I
(3.8)

Подставляя (3.8) в 
найти для F порядок

Если скорость точки А ио по-
псрхности постоянна, то 
автомодельна, и линейное 
Пблиэн ВС имеет вид (5]

задача 
решение

(3.9)

2

«’ = /<0) | (3.10)

Тогда решение нелинейной задачи дается (3.6), где

(3.11)

Решение на ударной волне ВС по (1.12) и (3.6), если положить
I/ г ka-՜- г a(t
V — — или а-----------г = -------------• имеет вид

t 2 I

(3.12)

или поскольку вблизи ВС t---- — 0
а

Отсюда и из (3.6) можно найти

3Â' 3
Г = ֊~' Г ֊֊W) (3.14)

2с 2

где /(Û) дается из решения линейной задачи [5].
Отметим, что вблизи точки В соединения плоской ударной волны, 

где решение постоянно, и нолны ВС функция /0) имеет особенность. 
Это приведет к тому, что решение будет зависеть от г и Ь и потре
буется получить упрощенные двумерные уравнения.

Нс приводя выкладки, укажем лишь, что для случая сферической 
«симметрии закон затухания ударной волны имеет порядок \îR In А’.

Milr.nnyï MotcMniHMn и механики
АН Армянское ССР Поступи ая 11 VII 1967
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Ա. Դ. ՈԱԳԴՈեՎ. Լ. Ա. 1րՈՎԱ1> II 3U.lt

Ա11Ա.Ջ<1-1Սւ1ԼՆ11հ1»՚=ԱԷՆ ՏԵ1111ԻԹՅԱՆ ՈՉ-ԴԾԱՑհՆ 1ււՆԴ1»ՐՆՆՐՈԻՄ 
2ԱՐՎԱԾԱ31’Ն 11.1.14’1’ ՈՐՈՇ1ՈԷՆ ՄԱՍԻՆ

Ս. 11 էի ո էի ո է if

Դիտարկված են ոչ-դծային աոաձգական և ո • -ւ/ծային երկրաչափական մի 
րանի միաչափ և րվաղի-միաչափ խնդիրնևր։ Լուծումն՝ սղիրի ճակատի մուոու- 
կայրէէէմ. տրվում Լ էյծային լուծումն ևրում իւարսւկաերիուոիկնհրր ոչ-ւլծային 
խ ա րու կա երի и in ի կ ն ե րով փ ո խ տ րի ն ե լ ո վ .-

(Լրոշված Լ Հարվածա լին ալիրի արաւ/ուքքլունը />. նրու մարման օրենրրւ

A. G. BAGDOEV, I.. A. MOVSISIAN

ON THE PROBLEM OK DETERMINATION OF SHOCK WAVES 
IN NON-LINEAR PROBLEMS OF ELASTICITY

S it tn m a г у

Some one dimensional non-linear elastic problems are considered. 
The solution is obtained by changing the linear characteristics by a 
non-linear ones.

The velocity and decay of shock waves are found to be depended on 
the properties of the medium.
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