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СМЕШАННОЕ ВАРИАЦИОННОЕ УРАВНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНО­
ПОЛЗУЧЕГО ТЕЛА И ЗАДАЧА ВЫПУЧИВАНИЯ 

ПРИЗМАТИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ

В настоящей работе на основе идей Э. Рейснера [1] составляется 
вариационное уравнение нелинейно-ползучей среды [2, 3] (бетон, пласт­
масса, дерево, грунт), допускающее одновременное варьирование на­
пряженного и деформированного состояния. Для сред ползучести, от­
носящихся, главным образом, к металлам, смешанное вариационное 
уравнение ранее получено и применено в исследованиях [4, 5]. Для 
упруго-ползучего тела такое вариационное уравнение получено в на­
шей работе [6];

1. Зависимости между компонентами напряжения и деформации 
для рассматриваемой среды принимаем |2. 3, 7] в виде

20ъ. ЛК(!.-■) <1-
1 — V ,1 \ 1 - ч / 7,-

I
б’зху =лу — I з։у ֊— '.}(/֊ {х, у, г) (1)

Здесь модуль упругости и коэффициент Пуассона ՝> для простоты 
приняты постоянными, £=2(1֊ ՝') (3, 3= = з։, ') —

£^——С (г, -) = т. (-)[! /е՜՛"՜ '] мера ползучести материала.

з, интенсивность касательных напряжений

5, = -Х-| р,-=.)։ + (%-м։+б^-г;т<) (2)

В некоторых случаях закон нелинейности хорошо описывается сте­
пенными функциями 17, 18]

(3)

где т характеристики материала.
Для простоты объемные силы принимаем равными нулю, а отно­

сительные удлинения и сдвиги малыми. Будем придерживаться обо­
значений книги |8]. Компоненты деформации выражаются через компо­
ненты перемещения соотношениями
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(4)

Остальные зависимости будут получены из?(4) путем круговой пере­
становки и, V* г։? и л-, у, г.

Аналогично [6, 7, 9] введем функцию

■) - ’ I’« (?) =., (') ’«« (<) =„ (') + (О ==-- (') 
46

1 ֊ V
+ -=гло^(-) =..-(/)=-=Ь)] (5)/О

представляющую при ՛ I удельную потенциальную энергию упругого 
материала.

Положим, что на части поверхности тела -2„ заданы смещения 
и, и, ги, а на другой части - напряжения р , р , р . Эти величи­
ны представляют собой удельную поверхностную нагрузку по непод­
вижным осям X, У, X. Через т;-, ' обозначены координаты точек 
после деформации, л՜, г/, г — начальные декартовы координаты, пре­
вращающиеся в криволинейную систему координат в ходе де-формации.

Проекции поверхностных нагрузок выражаются через напряжения 
по формулам [8]

р — з, соя (л, X ) сой (л, У ) - сой (л, 7)

р. .= сой (л, X ) — з^ч сой (л, У) — з- сой (л, X) (6)

р-. - <, сой (л, X ) сок(л, У I — =.- сой (л, X)

где э, , •-означают проекции напряжений на оси Л', У, X и опре-
деляютея формулами

=« « |' 1 + ди
Ох ,

)^-|-֊-ЗхУ
/ ду дг

~ 1
ди ՝ 
дх ,

1 ди1 ^лу 1 Т-
ду

ди
3у-՜ дг

(7)

Ул , ди \ , ди , ди•::=( 1 4֊ 'хг “Г ----
\ дх / ду дг

Остальные шесть соотношений получаются из (7) путем очевидной 
перестановки букв, .г

Пусть и(/), у(/)» ^'(0 истинное поле перемещения, г*-х(/), 
•ду (/),••■ — истинное распределение деформаций, а <,.!/), (/).••■ —
действительное распределение напряжения. В некоторый момент ( рас-
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смотрим бесконечно малое статически возможное приращение переме­
щений '»и(0. '՝<’(/)• ''а» (О и соответствующие приращения деформаций 

'»:*М (/)։'••
Одновременно с действительными напряжениями "г. (О, з,., (/), 

рассмотрим также бесконечно малое приращение напряжения . ((), 
'••ту (О»’**

Вариации, сообщаемые телу в момент /, не связаны с вариацией 
в какой-либо момент / <1/. Эти вариации не меняются во времени 
[10, 6, 7, 9], т. е. аргумент / при варьировании играет роль параметра.

Покажем, что вариационное уравнение

-г и а. I) ■

и и) ~

(и ?»)--/>; («՛ он—/;•:՛ — —0 (8)

где напряжения и деформации варьируются одновременно и незави­
симо, эквивалентно дифференциальному уравнению равновесия, соот­
ношениям между компонентами деформации и напряжений и соответ­
ствующим граничным условиям.

Для краткости введем обозначения

о. (0]<Ь (9)

Используя преобразования типа

П ՝ =•>'• [ ՝( ис1о

(10)
с*п , и и , — '' - <К' —
Ох Ох

Он .— су 
дх

и<1г

получим

г/֊ ч/-Н зст'^՛ ֊ 4- — (=у-Л^ 4՜ -ит'-о 3./-5«1) -

1---- -Ь 5вг,'Н’ 4՜ 'г'Лю) I с/г՛
02
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Применив формулу Гаусса-Остроградского о преобразовании 
объемного интеграла в поверхностный. находим

+д,4м + д.^]Л’֊ [ ]] {|^ + " +

։]'*у [ •]'*«՛՝ (1։> (12)

Здесь использовано также условие, что на 1-. заданы перемещении 
,(м< — 'о.՛ = чр 0).

Одновременно, варьируя напряжения и деформации и (8) и ис­
пользуя (12), будем иметь

Ш1

••

йЦ(к 0 
С^Д/)

МО֊'-'—'’֊° 2\°и-1^г֊)К(1, т)<л

р •» — _
I ( [(и и) (V —и) '^р. • («• ֊ и») '.р; | —

-м

[(р — р ) ''II — (р. р’ ) ''V (р. — р. ) '1ш] </- = 0 (13)

Поскольку вариации перемещения и вариации напряжения произвольны, 
отсюда следуют дифференциальные уравнения равнонесия |8]

</5» _ = о /

ах Оу <•:
(14)

соотношения межнапряжениями и деформациями
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(П

W(f, О 9 С /?(5՛^
J а=л.г(/) -,

K(t, -)</֊

(15)

àU(t, t) f dU(t, FM ..— z l —!-----—------------ A | /, - I </■
^.ty(Z) J Cbrp(/) 5f <*. <A 2)

идентичные с зависимостями (1), и граничные условия

u = и, w — t», a» — u» на

P P J P՝. = P> Pz=P: на
(16)

Для А’(3() и геометрически линейного случая аналогичное урав­
нение приведено в работе [6].

2. Рассмотрим задачу устойчивости призматического стержня 
(фиг. 1) из нелинейно-ползучего материала, описываемого соотноше­
ниями (I). Для линейно-ползучего материала наследственного типа
задача устойчивости призматиче­
ских стержней исследована в рабо­
тах |11, 12]. Задача устойчивости 
металлических стержней в условиях 
ползучести исследована в работах 
[4, 13 16]. Подробное изложение 
этих вопросов приведено в моногра­
фии Ю. Н. Работнова [4].

Для рассматриваемого мате­
риала при одномерном сжатии имеем

ч (0 ֊ ֊
Ел

(
-1>|=.Ы|֊ Си, -.)</■. (17)

где
/'(’*) = 1-?зТ (18)

Здесь ՝* является функцией как /, так и координат .г, у.
Пусть стержень с шарнирно-закрепленными концами, имеющий в 

недеформированном состоянии начальное искривление (х), в мо­
мент t т0 сжимается продольными силами которые меняются во 
времени по заданному закону. В момент I - "0 возникает дополнитель­
ный прогиб, меняющийся во времени вследствие ползучести материала 
и изменения приложенной нагрузки. Полный прогиб в момент t обоз­
начим через :<՛ (х, /). Из условия ’закрепления концов стержня имеем

w (О, /) - w(Z, /> О (19)
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Условимся считать сжимающее напряжение положительным, а 
поперечное сечение, для простоты, положим прямоугольным. Из ус­
ловия равновесия части стержня имеем

л л
26 ?*с!у Р, 26 ъ*ус1у Р«« (20)

-л —л
Принимая гйнотезу плоских сечении, будем иметь

где „г/“ продольное перемещение, зависящее от л- и /. Для нашей 
задачи функцией (4) будет

и(*։ (22)

а вариационным уравнением (8)

А •> 2 / А
'' И j(О3« N * \ 'lf{t)r\z1('.)\K(t,-.)d-^(ixdy —

^֊֊ W. 0 = 0
2о

(23)

Здесь принято и (0, /) 0. Сближение концов стержня будет [14]

«(/, Л dx (24)

Варьируя в (23) напряжение и деформацию независимо, получим 
< h

=дпг;.(() -1,(0«,(0- Злр'-֊.(/)

У -л 
t I

P(f) С Ow s dw . — — I G (J
26 J dx dx 

0
За начальное искривление стержня примем

б'С3*) 2# (')(f) K(t, -)d-]dxdy

п'0(х) o»0s։n -֊— (26)

где некоторая
||)ункцией в виде

постоянная. Ищем прогиб с одной неизвестной

* Vи՝(х, 0 = /(/) W (л՛, - w(x, "o) = w։s։n (27)

«
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----  ~֊ _-------------- ------ - г -------- - ------- ------------------------------ -аг- —------- -

причем 1^=10^1 — 11, а ֊ э0=Р(т0)/Г, Г = 46Л, з, Р, Г,
Р■ г.՝Е1 /- (эйлерова сила), / 46Л՜' 3 момент инерции поперечного 
сечения относительно нейтральной оси, /(/) искомая функция от /, 
причем /(-0) = 1.

Следуя В. И. Розенблюму [13|, примем, что напряжения меняются 
но сечению по линейному закону

3* (*, У, О - А(х, /)-ЬВ(х, /)</ (28)
Используя условия равновесия (20) и вводя обозначения

ш = т9, 3 (<) = (29)
Л Г

для напряжения получим выражение с одной неизвестной функцией от 
времени / (/)

>,(х, У, = I (30)
I 1 —р Л / |

Для целых тп имеем

т / \к / х*
="(*. у, /) + (31)

"։ М р/ \ А / /

Подставляя (21) и (30) в уравнение (25), учитывая при интегри­
ровании соотношения (26), (27), (31) и приравнивая нулю общий мно­
житель '>/ (/), приходим к нелинейному интегральному уравнению 
Вольтерра второго рода

1=.֊=в)]/(о = =։-’о֊ р”(-)/(т)+?’">(т)ч-|/е)1И(<, *></- (32)

где обозначено

г.
Здесь ак s\nL*}xdx. Для стареющих материалов ? (^) = С0, 

Г
>е ’6 "о = 0, л— Тогда (32) приводится к дифферен­

циальному уравнению первого порядка

I», •=т1’.֊«(01 + {а'(<)+>”(0 тЬ֊ = (01)/(() +(И

^-(/)՝։• |/(0| (34)

с начальным условием /('о) 1՛
В случае з(7) — const имеем

5 Известия АН ЛрмССР, Механика, № 2
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Легко заметить, что пр։։ безграничном возрастании / интеграл (35) 
остается конечным. Тогда критическое время т. е. срок службы 
стержня, будет

1֊Р

(36)

Можно поставит։, обратную задачу. Определить закон изменения з(/)։ 
при котором прогиб стержня остается постоянным во времени: «’(.V, О'

Принимая в (34) / (?) = / ("у) 1. получим

' = ] 7֊(7 +>02 -З'-'ЧПС 'г՜ <37)

։

Для численного примера примем [17] Е- 1.68-10’ Со 
саг

0.28-10 5—. •( = 0.03 1/день, а = 0.999, 510֊°—, т =4,
кг к։4

3,-140 Кг . 0.7 о,. На основании расчета, произведенного на
саг

вычислительной -фашине „Напри“, на фиг. 2, 3 построены графики 
/(?) и =(?)/% Ц° формулам (35)—(37).
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 4 V 1967
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1Г. Ա. <ԷԱԳՈՅԱՆ

ՈՉ-4ԾԱՅԻՆ ՍՈՂՔՈՎ ՕԺՏՎԱԾ ՄԱՐՄՆԻ hU.U I! ՎԱՐԻԱՑԻՈՆ 
ՀԱՎԱՍԱՐՈԻՍՕ ԻՎ ՊՐԻԱՍԱՏԻԿ !2ՈՎԻ '(ԱՖԻՆՈՒԹՅԱՆ ԽՆԴԻՐԸ

Ա մ փ Ո փ ո I if

^ft dhtjհ / աք ի, //• /, ւ սնե րի է/արլո/փարի վրա, ձհ tnl/h ր ոչւք in.է)՝ I՜ U ուս/ուք֊ 

•աւր ու թլունրոնի ոշ^ծափն ոող /'/' ’! /’չ՝«"/«»» յրի քոաոը վարիուէլիոն ու ո ւս~

ուորւու) ր, որը իք III / / է տալիս մ ի արք ու մ ւոն ուկ ւիո փո /ո ու րկհ / / ւորւյւոծ ա/ին և
դհֆորէք ւու/յէոն ifի&ուկնհ ր ր .• Որո, հո կիրաոա իք/ուն, րն'հ ա րէր) ini') է ո շ-nd ա լին 

""'/.ք*'”/ աք inljuid ո/ր ի է/d ու in ի !լ ձուլի կւո լուն ա յժ / ni'h j'Ըք'l I.ու ր inilli ե ր ր և
>/ևւի է)րւ) ու էլ քւ անեը րնւլ nt.'h tjաd հ՛հ t/dni/ji'h. իսկ ձկվածրները տրվու մ հն ոի- 

liniuji որհնյւուք d tnd ւս՚հ ւոկքւր կուիււյւսձ անՏալու nnf ոլ լքէ ւոոլէլա լոէք;

lllhi/քւրր րհրւ[ա d է՜ 'Լո / ահ րի տիպի ո » - ւլ ժ ու լին յւնւոհւլրալ րաւք inn ու ր - 

ման, որի /tndntd/t արկում Լ .րւոո ակուո if ա՛հ nth ո րա);

М. A. ZADOYAN

MIXED VARIATIONAL EQUATIONS OF NON-LINEAR CREEPING 
BODY AND THE PROBLEM OF STABLE PRISMATIC BARS

S u m m а г у

On the foundation of Reissner’s idea the variational equations for 
the theory of non-linear creep of Masslov-Aroutyounian are obtained.

The problem of stability of prismatic bars of non-linaer creep ma­
terials i.s investigated. The strains and deformations are assumed linear, 
the displacements are given by the law of Sinus.

The problem of non-linear integral equations of Walter type is 
received.
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