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При рассмотрении динамическом устончиности замкнутых пилия-| 
дрических оболочек, как иранило. ненозмущенное состояние оболочяя 
отождествляется с ее недеформированным состоянием.

Ниже рассматривается задача о динамической устойчивости слои
стой цилиндрической оболочки, к торцам которой внецентренно па' 
отношению к толщине стенки приложены сжимающие усилия, пе
риодически изменяющиеся но времени. 11редполагается- что докритя- 
ческое напряженное состояние является моментным, осесимметричны*. 
Показано, что эксцентриситет приложения нагрузки резко изменяй 
границы зоны динамической неустойчивости.

Аналогичная задача о динамической устойчивости стержней рас
смотрена В. В. Болотиным 14].

1. П у сть  » н 3 криволинейные ортогональные координаты, сов
падающие с линиями крипиэны цилиндрической координатной понерх- 
ности радиуса А’ ; } расстояние по нормали от точки (а, 3, 0) до
точки (з, 7), а  ̂ расстояние координатной поверхности от внеш
ней попсрхности оболочки (фиг. 1 ).

Фиг. 1.
Предполагается, что плоскости упругой симметрии мат^рш»: 

каждого слоя перпендикулярны к координатным линиям 1 ,
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Принимается, что для всего пакета оболочки в целом спракед- 
1ИВД гипотеза недеформируе.мых нормалей.

Отметим также, что при рассмотрении движения оболочки будем 
■спольэолать аппарат теории пологих оболочек. Силы инерции, соот
ветствующие перемещениям п координатной поиерхности, учитывать 
не будем.

Пусть осевые сжимающие силы с интенсивностью Р  (0  равно
мерно распределены по торуеным линиям з 0, а / координатном 
поверхности н меняются периодически но времени

P i t )  Р  г  Pi COS (it

Имеем следующую систему разрешающих дифференциальных 
уранненнЙ [2]:

. .  . . /<»-». ч* d֊wd'Ju> 1 (Ptv
L ( a , ) ? +  L ( a t ) w  - г -jr- --- ---------- ~ ֊

\  д л и ?  /  д з -  O r  R  д г -

1(6,)  и՛ L ( a k) 1 d-tf d ՝w  <'*՝ - <Pw
R  O i"  <n~ <>՛? d$~ d'j.՞

Шп d2u<
O id ՛}  d i d i  d t ՝z

Здесь u ՛— нормальное перемещение, г функция напряжении.
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( 1. 2 )
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т0 масса оболочки, отнесенная к единице плошали координатной 
поверхности оболочки

1 .Л ■«»п — ՛>’ ՝;■ (ч — О •
е  ~

где удельный вес материала /-го слоя, о,- расстояние внутренней 
поверхности /-го слоя от внешней поверхности оболочки

Зм = £* £1
1 11 <  V; X; ] —  V, V,

б]1! =• ^15?; ’ //;

В!„ =  С / ,

П у сть  нагрузка Я(<) такова, что вызывает в оболочке осесим
метричное напряженное состояние /' При определенных соотноше
ниях параметров это состояние может оказаться динамически неустой- 
■1ипым, то есть наряду с состоянием Р'0 стзпонится возможны* не- 
осеснмметричное напряженное состояние Г * .  Обозначая нормальное 
перемещение н функцию напряжений для состоянии Г, через т/>, и са, 
а для Г *  — через «>*, будем иметь

м.
т€-Г

(1.3)
■̂о

где ы՛, дополнительное малое перемещение, которое нужно сообщить 
оболочке, чтобы перевести ее из положения /'„ и положение Г ։ , а 
5̂ — соответствующее приращение функции напряжений.

Подставляя (1.3) н уравнения (1.1), (1.2) и учнтыпая, что и՛*,, 
связаны той же системой (1.1), (1.2), получаем „уравнения в карка
ниях" &

т* -г- /-(о*) и», = <> а՝а С  «<, 1 0-ш1
ду.1 О ’>'■ К  01՜
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Система уравнений (1.4) является линейной и однородной относительно 
иемавестных функций и ,̂ , и имеет однородные граничные услопия.

Таким образом, определение критических значений частоты внеш
ней нагрузки сводится к интегрированию системы уравнений (1.4).

2. Рассмотрим локрнтнческое напряженное состояние Р0.
П усть  оболочка по торцевым линиям координатной поверхности 

шарнирно оперта н совершает осесимметричные пьшужденные коле
бания под действием нагрузки Р { ( ) .

Нормальное перемещение оболочки примем н нидс

с*
«’и -  А  (О 5'п — (2 .1)

При этом выполняется геометрическое граничное услонис — 0 при 
« =  0, я - I.

Подставляя выражение (2.1) в (1.1) и учитывая статические гра
ничные условия

7 ] ---- Р( 1) ,  Т- Т г при • 0, а — /

для функции напряжений получаем

А .  1 0 / 1 ՛  \ . •• Я ( | | ^  Г ,» '
го /  1 \ • '*( ---- г -  «, зш —\  -  к  /  I (2.2)

Усилие Т с определяется из условия замкнутости оболочки и имеет 
ни д [5]

Тк =■- Р  (О ЪР(1)
С и

Для нахождения функций а»0 и (в зависимости от Р  (/)) ис
пользуем уравнение Лагранжа. Если А й(() рассматривать как обобщен
ную координату, то уравнение Лагранжа будет иметь вид [4]

<1 /  д Т  
—  I
(II \ ()А„(1) I

в и
ОА0 (О

Здесь Т  кинетическая анергия оболочки, и — потенциальная анер
гия оболочки, — работа внешней нагрузки.

С  учетом (2.1), 12.2) для Т, 0', получаем следующие выра
жения [ 1 , 5  7]:

7 =  - 1 [ А > ( 0 ] г
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С2а2 + С3 (֊У  + С„а (֊У  |4  (0|

(Л12{) 4- а,) Р2 (0 -  2 (ауА  -  с!п ֊;֊) Р (О Л (О
где

1С1 = (а.̂ Сп 4՜ 2а3/41гС12 ֊г .Д̂ С̂ ) 
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Подставляя значения Т, II, IV в (2.2), получим следующее урав
нение вынужденных колебаний оболочки:

Ац (I) т --оАп (?) — Н0 (Ро -}՜ РI с°5 °0 (2.4)
Здесь

~о = ] / -2֊ С5<г +С,(^- 
» т „  \  I

-  \ 4 / г- \ 2- Сг>а

— частота собственных осесимметричных колебании незагруженной 
оболочки,
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Имеем следующие начальные условия: 
при / О

А ЛЦ) ֊ ^ — ֊ Л 0, А й{О О
—о

Тогда решение уравнения (2.4) представится и пиде 

А„ ( 0  <?(, — <*! cos / -г «• cos Of (2.5)

Решенне (2-5) показывает, что оболочка колеблется вокруг не
которого изогнутого положения, имеющего параметр прогиба е0.

Подстанляя (2.5) в (2.1), (2.2), получаем окончательные выраже
ния для искомых функций И'0 и с,,, характеризующих напряженное со
стояние Р а.

3. Определим области динамической нсустойчииости осесимме
тричного напряженного состояния оболочки.

Считая, что при потере устойчиности образуется т полунолн 
вдоль образующей и п полных ноли ндоль окружности, примем для 
ш, и с՝, пыражения

которые удовлетворяют следующим граничным условиям на торцах 
оболочки:

Подставляя н (1.4) значение го0 (2.1). функцию напряжений
(2.2), а также (3.1) и пользуясь вариационным методом Бубно-
ва-Галеркина, приходим к следующей системе уравнений относительно  
параметров <4,(0, В, (I):

w'i =  A l {t) sin /п , n i

(3.1)
с, — /i, (/) sin

при а =  0, а —  I «՛, =  Т1 =  Т« =  О

1
Ф(о<) А о ( 1 ) { ' 0> I /л, 'у  A j  (П ■+֊ Ф (tij) B t (t) =  О

m0A\ (/) -  [Ф (6 ,)  -  Р  (0  (>.? 4- «/„) f  A a(t) «/.;« ,] A t (/) +  

■t - g  — Ф(оа) A q( i ) (>o>-5)sv7ijJ.?,(/) =  0 (3.2)

где Ф ( йу), ^'(А ), Ф ( а < ) — квадратичные формы от переменных 
с коэффициентами соответственно
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а- ։ Ь., . о 3
« 1. ^  1 ° 3 ' " ! •  2 ՛  У ц  ° Ч  2  '  ° *
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• п «* . г. » --- » ту ------------------
0 / 1 / '  /? 1 т ( 4 т * - 1 )

Решая совместно уравнения (3.2), для определения Д 1(/) полу
чаем следующее дифференциальное уравнение:

где
А\ U)  Ч - i  11 ֊  2 (-1, cos Of ֊  j*j cos <)] ( 0  -  0 (3.3)

‘J i ----- —  J <Jj (Ь,) — P Q 01 -1- №•?) e0 а^г/п, ■+■
/п0 I

<И«у) | (  Ф («*) -  — j  +  2ee (/V֊,)2 m, (d> ( « 0  ֊  ’A. )

IS =  .1 - r  [Pi (>i -u u'-i) — e2m t>oQ|

( 3. 4)
2 m0 U,

-.2

Как видно из (3.3), исследование динамической 'устойчивости обо
лочки зпачительно осложняется из-за того, что исходным состоянием 
оболочки считается осесимметричная форма колебаний.

Задача сравнительно упрощается, если считать, что частоты  
нагрузки (0) и собственных осесимметричных колебаний оболочки ('֊’„) 
выражаются рациональными числами. Тогда функция

Ф (0  ~  IS cos ,J/ I ft>cos20/
будет периодической с периодом

2 ՜  2 ՜

Т  =  ~֊— d  =  —  /  
о а , 7

где d  и /  взаимна простые натуральные числа. Представляя Ф (f) 
п виде ряда Фурье

ф (О =  1- S v* 005 1
/ * - 1 '

известным образом |4] можно получить уравнения критических частот.
Если поступать так, как принято в классической теории, т. е. 

невозмущенное состояние оболочки (осесимметричное движение) счи
тать „капазистатическим՜, то относительно А : [i) получится уравне
ние Матье. Полагая в (3.3) = 9, для этого случая будем иметь
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A , ( t )  <Ji(l 2*, cos 60 А х (/) -  О 

Заметим, что н выражении tij

(3.5)

„ _  Н * Ке, — .I I**и
Области неустойчивости решений уравнения (3.5) хорошо изучены. 

Известно [4], что границы главной области динамической неустойчи
вости определяются формулой

Согласно (3.6). увеличение частоты неосеенмметричных колеба
нии оболочки 2 ,  приводит к увеличению критических частот бж. При  
увеличении коэффициента возбуждения ", величина главной области  
неустойчивости возрастает.

4. Для исследования влияния докрптичеекого напряженного со
стояния /■„ на величину критических частот и областей динамической 
неустойчивости рассмотрим Также динамическую устойчивость безмо- 
ыентного начального состояния оболочки.

Не вдаваясь в подробности, приводим лишь окончательный ре
зультат

Используя выражения (3.4), (3.5) и (4.1), для отклонения частоты  
неосесимметричных колебаний —, от соответствующего .безмомент-

(3.6)

ort =  2t2ft( i  +  !Ч)-
Здесь

(4.2)

'6

(4.3)

где

т о
(4.4)

к =  — i> — 

-i Извссткп АН А р м С С Р ,  М схаиика, ^  2
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н» Iе — — ■ — нормальное перемещение точек * —  координатной по
— и 2

верхности пол действие»! постоянной составляющей нагрузки Р  (<)» 
рапной единице-

Анализ выражений (4.2) — (4.4) показывает, что при увеличении 
 ̂ отклонение частоты неосесимметричных колебаний -2, от соответ

ствующей частоты На (найденной п предположении о безмоментности 
начального напряженного состояния оболочки) возрастает. С  увеличе
нном постоянной составляющей нагрузки (Р„) и числа волн в окруж
ном направлении (л), частота все более отличается от „безмомент- 
ного“ значения Неучет динамических явлений состояния Г не
влияет на величину частоты —,, но приводит к изменению величины 
главной области неустойчивости. В этом случае, с увеличением '• и 
отношения длины полуволн в осевом направлении к длине полуволн 
п окружном направлении, величина главной области неустойчивости 
уменьшается.

Интересно отметить, что в принятой системе координат, при 
0 , .1 /։, докритическое нормальное перемещение оболочки (не весьма
короткой) под действием сжимающей нагрузки Р а имеет отрицатель
ное значение. Поэтому, при перемещении места приложения нагрузки 
от точек внешней поверхности к точкам внутренней поверхности обо
лочки происходит монотонное изменение параметров неустойчивости.

5. Д л я  иллюстрации приводим численные примеры.
В частном случае слоистой изотропной оболочки, с одинаковым 

коэффициентом Пуассона слоен, имеем

\ 1 — 01 (и> — р )/

аг. о — ггк) (1 /е,г2
где

41 — ~г/л2(1 ~ г : )г1 «1&1 Л /  /
)"

к

И К  \ л

32 т՛  (1 -  г ) г 2 /  К ֊ й /, / / \ ֊ Л
“ ■ (1 Ь г г)* 4 т г 1 

Р =  Р Я

\  с л  к  \  к  ) /

0,- < 2 .  г  =  ֊ г

Для однослойной изотропной оболочки получим

~  т ՝  (I г-') • А ■ / \
&  2 | Т ( 1  -  »-) Л ՝ Я  )

2 Р .К

Если
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_/
А?

Н_
/?

1
50

при

/»= | 3(1 -  У4) , ■ 0.25

Л *=0 Л, «= - 0 . 0 7 ,  А>. -- 1.465

Л =  —  К. 0.08. Я . 0.5875 
2 

Л Л А?, -  0.235, /?, =  0.266

Рассмотрим случай центрального сжатия диухслойиой оболочки, 
состпплеиной из изотропных материалом с рапными коэффициентами 
Пуясспна.

П усть наружный слой изготонлен »|э стали £  2-10 нтедг, а
шутреиний ия капрона £, ! ' кг слг.

Примем

I
И

А
К

I
50

т  1,

Р  Г  3(1 V ) .  > =  0.25. Ас - А ,  =  - ֊

ог.т при А =  —  /?, 0.35, к ..  =- 0.334
т

Прн обратном расположении слоев подучается

А?, =  — 0.08, А , »  1.26
Результаты вычислений показыаают. что н рассматриваемых слу- 

инх эксцентриситет приложения нагрузки существенно влияет на 
“Личину критических частот и резко изменяет границы зоны дина- 
«ическои ие\стойчипости.

п и с к н и  палите * пнчссккЗ иистит)-! 
им. К. Маркса Поступила  24 XI 1964

Я. 1Г1ЧЧШ11:11!Ъ 
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D Y N A M I C  S T A B I L I T Y  O F  M U L T I L A Y E R  O R T H O T R O P I C  
C I R C U L A R  C Y L I N D R I C A L  S H E L L

S u m m a r y

The problem of dynamic stability of a momenta! stress state of a 
multilayer orthotropic cylindrical shell on the basis of the theory of 
multilayer anisotropic shells Is considered.

The investigation reduces the determination of the regions oJ 
nonstability of the solution of Matie equation.

The influence of the location of the axial load application on the 
shell and also the influence of the nature of the multilayer on critical 
frequency and the main region of nonstability are investigated.
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