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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ПОЛОГО БЕСКОНЕЧНОГО 
ЦИЛИНДРА С ПЕРИОДИЧЕСКИ НАСАЖЕННЫМИ

НА НЕГО ДИСКАМИ

Осесимметричная контактная задача для сплошных и полых ци
линдров исследовалась в работах Окубо [1]. П. 3. Лившица [2], 
Б. И. Когана [3], Т. А. Воронина [4], В. М. Александрова [5, 6], 
1. Я. Попова [7], Олесяка [8, 9, 10] и других [11֊ 16].

Окубо рассматривает контактную задачу о сопряжении по цилин
дрической поверхности сплошного и полого конечных упругих ци
линдров различной длины. Задача решается в рядах Фурье, гранич
ные условия для нормальных напряжений на торцах цилиндров удов
летворяются приближенно в интегральном смысле.

В работе П. 3. Лившица рассмотрена задача о контактных на
пряжениях при горячей посадке с натягом упругого диска на сплош
ной вал бесконечной длины, с учетом сил трения, действующих по 
поверхности контакта. В работе использованы результаты А. И. Лу
рье, полученные для толстых плит [17] и сплошного цилиндра беско
нечной длины [18]. Контактные напряжения представлены в виде рядов, 
кoэq^фициeнты которых определяются из бесконечной системы алге
браических уравнений.

Задача о деформации бесконечного цилиндра, сжатого по конеч
ному участку поверхности жестким бандажом заданной формы, без 
учета касательных напряжений рассмотрена Т. А. Ворониным. Здесь 
радиальные перемещения точек поверхности вала от сосредоточенной 
единичной кольцевой радиальной нагрузки рассматриваются как функ
ции влияния. Далее, при заданных на поверхности вала радиальных 
перемещениях контактные напряжения определяются из интегрального 
уравнения, рассмотренного Э. Рейснером. Однако, как указывалось в 
[5], результаты, полученные в работе [4], сомнительны ввиду оши
бочного представления ядра интегрального уравнения.

Эта же задача рассмотрена В. А. Александровым, который в 

предельных случаях ( при очень больших и очень малых значениях па-

А \раметра / — I получает практически точное решение интегрального
а 1

уравнения в замкнутом виде. Для промежуточных значений параметра 
I- интегральное уравнение решается приближенно, путем сведения его 
к системе алгебраических уравнений.



4 А. А Бзблоян. А. П. Мелко ля ч

Контактная задача о действии жесткого штампа на внутреннюю 
поверхность полого цилиндра, жестко закрепленного по внешней по
верхности, исследована в работе [16]. Задача сведена к решению не
которого вырожденного интегро-дифференциального уравнения, кото
рое легко решается.

Исследованию напряженного состояния бесконечно длинной упру
гой трубы постоянной толщины при посадке ее на полубесконечный 
жестким гладкий вал посвящены работы [11, 13]. Напряженное состоя
ние бесконечного цилиндра, зажатого в абсолютно жесткую полубес- 
конечную обойму, исследовано Б. И. Коганом и Г. Я. Г 1опоаым.

Работа [12] посвящена исследованию напряженного состояния в 
двух (конечных и бесконечных) трубах, соединенных соосно посред
ством натяга, при конечной длине поверхности контакта. Интеграль
ное уравнение задачи, полученное из условий совместности деформа
ций, решается численным методом.

3. Олесяк рассматривает контактную задачу о прессовом посадке 
на нал (как полый, так и сплошной) ряда дисков, расположенных на 
ранных расстояниях по длине вала. Интегральное уравнение первого 
рода, полученное обычным путем, заменяется конечной системой ли
нейных алгебраических уравнений. В частности, получено приближен
ное решение задачи о посадке одного диска на бесконечно длинный 
нал.

В настоящей работе получено точное решение смешанной осесим
метричной задачи для бесконечного полого цилиндра с насаженными 
по внешней поверхности жесткими дисками, равноудаленными друг от 
друга, когда на внутренней поверхности и части внешней поверхности 
цилиндра между дисками приложены радиальные нагрузки. Для про
стоты предполагаем, что касательные напряжения на поверхностях 
цилиндра (как под дисками, так и вне) отсутствуют. Решение задачи 
представлено в виде тригонометрического ряда. Определение постоян
ных интегрирования сведено к решению „парных44 рядов-уравнений. 
Далее задача сводится к решению бесконечной системы линейных 
алгебраических уравнений.

Доказывается, что сумма коэффициентов при неизвестных стре- 
г /1”мится к нулю, как О/ —)• вследствие чего бесконечная система в 
\ к /

общем случае квазивполне регулярна. Свободные члены этой системы 
имеют порядок 0 (к ).

Предельным переходом получено решение той же задачи для 
сплошного цилиндра.

11олучсны также формулы для определения контактных напряже
ний как внутри контактной области, так и у краев дисков.

1. Рассмотрим осесимметричную задачу для полого круглого 
бесконечного цилиндра с радиусами на внешней поверхности
которого насажены равноотстоящие друг от друга жесткие, абсолютно 
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гладкие одинаковые диски заданной формы (фиг. 11. На внутренней 
поверхности и части внешней поверхности цилиндра между дисками 
приложены радиальные нагрузки. Касательные же напряжения по 
внешней и внутренней поверхностям цилиндра отсутствуют.

Предположим, что граничные условия в интервалах —Ь-^г О 
и 0 г ֊< Ь симметричны относительно оси г. Примем также, что 
граничные условия по всей длине цилиндра являются периодическим 
повторением граничных условий, заданных в интервале ( -6, Л). Ввиду 
этого сечения г — 0 и г — Ь являются плоскостями симметрии.

В силу симметрии достаточно рассмотреть деформацию части 
цилиндра в интервале 0 г Ь.

Г

д-а- -«и — и »•
К— о——ь —и

Г раничные условия для рассматриваемой части цилиндра имеют
вид

со
5г№, г) = ֊/.(т) - ^икСО5»*2

2 *֊' 0 .г Ь

-4г(/г։, г) о

и, (г) /„ (г) 0 < г а

с) —/п (±) а<-г<6

֊) -0 0 <2 < Ь

(1.1)

(1.2)

Полагаем, что /։(г) и /а(г) кусочно-непрерывные функции, а /2(г)— 
непрерывная функция с кусочно-непрерывной производной.

Условия симметрии ио сечениям г — О и с =/> представляются 
соотношениями

«Лг, 0)֊тгг(г, 0) 0
1<: (г, /Я = '. (г, 6) ֊ 0

Решение задачи осесимметричной деформации тела вращения 
сводится к нахождению функции Ф (г, г), которая в области осевого 
сечения тела удовлетворяет уравнению
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. "■•'ФА = 0 (1.4)
\ дг՝ г дг дг- ' \ дг: г дг дг~ /

Напряжения и перемещения выражаются через функцию напряжений 
соотношениям:!

д / с/՝Фб, = -— ( у Аф------ —
дг \ дг՝

(1 >)АФ-
дг՝

1 д-Ф
2(7 дг Ог

(1.5)

(2 _ V) Дф _
дг-

и,= — I 2(1 — V) Аф — I
2(7 I дг՝1

где (.1 -модуль сдвига, > коэффициент Пуассона.
Решение уравнения (1.5) для рассматриваемой нами задачи пред

ставим в виде

Ф (г, г) г(Е„г՜ Е^г" //01пг)4՜
ОО
^[.4а/ (><г)- ,(■'</•) (?лг) — О: *:.гК< (я*г)] з1п (1.6)

л՛-։

где /,(х), А7(х) модифицированные цилиндрические функции, соот
ветственно первого и второго рода, Ео, Ел, 11,^, А;., В;, Сь, Ек про
извольные постоянные.

Од -
6

Вычислив по формулам (1.5,1 с помощью (1.6) напряжения и пере
мещения, получим

-,(г, г) - - 2(1֊2>)£„ 6Л> -
Г-

03
— 4 4 | /о(Пг)-А1^

7.Д.Г
^•4-

4 1(1 — 24 70(алг) 4- ахг/. («Аг)| С\ —

- [(1 2՝4 ( — ЯкгКх («..г) ] /Л- СОЗ 7; г (1.7)

зг (г. с) — 4 (2 — *) Еа 6(1 — V)

ОС
4՜ X а4 ВкК^ (у.г) — [2 (2 - V) Е (5 г) — (а*г)] С;-

л=1

4- | — 2 (2 - >) ко(гкг) — тхгАГ, (х*г)] Ок\ СОЗ Яд г (1.8)
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-г։ (г, г) = V • ; АЛ՝ («дг) — ВкКх (1*г) 4
А-=1

4 [2(1 ч) Ц (эд-г) 4 2кгЦ< (’*/•)! С к 4-

4 [2(1 - (ядг) ^кгКи (<г*г)] Ок.[ .мп Дд-г (1.9)

1 I И 00Мг(г, г) -֊5- 2А> ֊4^' 2*[/,/։(^г)-ад(71Г)- 
2ь ։ >• ~։

4 С^гГ^'.г) — Ок^кгК0 ('7дг)]сО5 *1с2 | (1.10)

».-(г, г) 4-!6о ֊ 2')Л,։ 8(1֊')£>
2 и I

4 *кгКу (*кг)Ок 31П5^?|■4 «*г/։ (оцт)] Сд [—1(1 Ч4(’*-г) (1.11)

Как следует из (1.9) и (1.11), три из условии (3.3) угювлетворяются 
тождественно, а из условия и: (г, 6) 0 получим

3(1 -2.)
4(1 и (1.12)

Удовлетворяя условиям (1.1) и третьему из условий (1.2), по
лучим

г I+ г51; I 

/о(М-Ц^ Л4- /4,(8*)+

<1.13)

+ [(1-2у)/о(М ₽։/,(?*)]С4-[(1 2»)^(М 
’д-

А/,(^) <֊5)Л,(М ։ (2(1 -,ЩМ + МЙ]Сл

+ [2(1 *)А'1(?։)-миЫ|/Л ֊ о (1.14)

ААо^-й^.е^ + сигв -Ч)/,(7И . -

+ [2(1 7.)К-,(т4) о
где 

?• ’^1. 1*
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Из первого и второго условий (1.2) получим

2(1֊4с.Л
А -I

4 Сх.л։-;..) ^ДчЛ1**»1«»*** - ' (*) '֊ <։-15>
6>; — «I

(0<2 < «»

6Л| (1.16)о

Здесь введены следующие обозначения: 

г 1(1 ֊24/??
*՝г»

*.|Л<

Л. _3£к_
2(1 »1

//
R:

2(1 4 (А1:

о06 R] 
’ 2? /?1

А՝. ) А

36
2(1

(1.17)

а (1.1«)

■ 1(1 2՝)/о(7.|֊֊.,Лс:1։1С1-[(1 2^ а;։..՛ ֊ о֊19»
Решая полученную систему алгебраических уравнений (1.14), (1.19), 
получим

Ль֊—. & С. — (1.20)
Д* А. Д4 Д*

где

2(1-*) II 2(1 4 , , ~ ,
Т------- - -------- ’ и II -------7------------ 04 (.'4, Гд' (1.21)

и II на

Дд —“</«(/*. .3------------</](•;,•,:)
й ’д

Дд — ..) — 7* (';.•. 1)

’4 ЗА

Да* ~т <,’։(/а. ’.*) ֊ ֊ ’ Ч (?‘. .И
«1 ’А

(1.22)
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91 (3*, 70=2(1 ֊0֊<֊^(70 ֊

ltMo'80 5։(p

— 2(1 ■') (Ра) .S, /х-, Тд.)

9-.>(3*- ՛. *) ~ 2(1 “ >)

2(1 — v)

2(1 -’О

2(1 
?Л г 3* К։ (';'а ) —

+ 3* К(30\(Ра, -;0-

2(1
։'*

’*> >к՛

(1.23)

2(1 - 0 . 6 
?,

+ (?<■, ՝, ,.) /« (S*l 7; | —' ------— '?t | A (?։■) S: (?»•, 7*) -r

r2(l-v)MiCM.!Ufc, ■>■») 2(1 ’)
px

(1.24)

‘i\J “o7՜ '% ( 7 a) ' ' pA^i (pi:) 5, (/<•, "li;) PA
IQ zlL

3a
3< К <30 5, (3a. 70 (1.25)

qk (3a, 70 - 4 (70 -֊ Pi/o (M fpA, 7a. ) -r
rk

2(1 - I \ A (3x) 5. (3x, 7 J

<(.^. -.0 9?(-.A. 80 (/=1,2, 3,4)

•S (Px, 70 Zi (’, 0 (Pa) (Vt) Zj (px)
70 4(’. t) (/a) 4՜ ^0 (7A) A (?0

70 A (7a) ^4 (30 ^1 (70 4(30

(i.26)

(1.27)

(1.28)

л\(3х, 7х) = А(7а)^|8х)- Л-։(70/։(Зд)

Подставив значения /Ь, /?д, С\, /Л по формулам (1.20)—(1.27) 
в уравнение (1.15) и далее в (1.15) и (1.16), переходя к повой пере-

X ~2менной у ---- • окончательно получим следующие парные тригоно-

метричеекис ряды-уравнения относительно А7-: 
со

с(|Х, ^£(1 Л'х) Хкcos kz = g (?) -7- )

(1.29)
ОС

X() \ kXk cos A? -= A (?) (/. •<«<")
x- -։



10 А. А. Баблпяп. Л. II. Мелконян

где

Таким образом, коэффициенты Кй, Но, Д<, Вк, С*, /Л, выра
жаемые формулами (1.12), (1.13), (1.18) и (1.20). будут определены, 
если будут найдены Лл из парных рядов (1.29). Далее могут быть 
найдены компоненты напряжений и перемещения и любой точке ци
линдра.

Отметим, что если в вышеприведенных выражениях положить

Н. = В, /Л 0, Я։ 0, /х(г)=0, (йо-сц-0) (1.33)

то получим выражения, соответствующие задаче сплошного вала ра
диуса А?. определяемой условиями (1.2) и (1.3). Решение этой 
задачи также сводится к решению уравнений (1.29), в которых, однако, 
следует положить

(1 — 2՝/)՜# С . / Аф \ . Ь . / 6? \

Мь 1-----------------------------(-'֊)— —------- (1.35)

7Д/;(7,)֊/итЛ 2(1 —

где = а*7?; коэффициенты же 7^, Е1Л, .4.՛., СТ, входящие в выраже
ния напряжений и перемещений, определяются через Хи посредством 
формул

(1 2*)^ у<-0 — , л0,Ду
2(1 Ч* 

зь
I =-— 2(1-Ч/,(ъ) ; :Л(а)

л’1 ъ[/Йт1>-/((1Л֊2(1-у)-— 
и

с, А (г,) 

4(^)1 2(1
к I.
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Отметим также, что асимптотические формулы выражений (1.30) 
и (1.35) для больших „/г", получаемые па основании асимптотического 
представления модифицированных цилиндрических функция для боль
ших значений аргумента совпадают и имеют вид

= (1 ֊ А + ДА32У-32 А / П 
к 8^/?.: к’֊ \

Таким образом, числа ЛТ, ограниченные сверху, при возрастании 

индекса „к" стремятся к нулю, как ^( _՜՜ )*

2. Решение парных рядов-уравнений типа (1.29) в случае, когда 
М 0, получено в работах [19, 20] и имеет вид

=
2 с0—1п$։п

2

Д т.
%8 (°) - ( £։ (°) — М — 1 А։ (0) С18 А

•/ . £
<1

(2.1)

где

— 1^) Хк (соь 0) с1$ у б/О 1
2

| Л| (&) 7; (сОЗ '<) С1£ $ (Уб (2.3)

А1(*)=

— 0 8՛ (?) 5’п ~21 2 Г 7 2 
- 1‘соз<р —созб 

(I
(2.4)

О
,... - к (ф) Я1п — с/ф

2/Т (’ 2
м 3 ^созО соз <р

п

(х) Л<-։(л-) Л(х), 7а ֊ Л -1(х)-^ (х)

Рк(х) полиномы Лежандра |х| 1.
В нашем случае, для решения (1.29), п первом уравнении этой 

системы член, содержащий ЛТ, перенесем вправо. Далее, пользуясь 
решениями (2.11 и (2.2), после некоторых преобразований для опреде
ления неизвестных А\ из (1.29) получим следующую бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений:

ОО
X V + (А = 1, 2, 3,.--) (2.5)

где
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ук (cos >) pNpQk» (•՝)
Gill   » (Л k։'> Q

<Л.и (') I Zfc (cos 0) Zp (cos 0) Ctg — (P

ky.. (cos '•) Z, (cos ■/.) — py (cos > ) Zfc (COS '•)
= --------------------- ----------------------------- (₽ *>

r. , . 2 PHcos/) Pl ։(cos/.) ՝2Pi i (cos >) 7\-(cos/)
W’(*J -------------------- —oZ-------  -----------------

<U - I
- v — - |cos 'Pi (cos M — P. -i (cos ')] P, (cos >.) (2.6)

k 1

v-֊. определяется по формуле (2.3).
При получении (2.5) мы предварительно продифференцировали 

первое из уравнений (1.29). Поэтому (2.5) тождественно удовлетво
ряет только второму из уравнений (1.29). После подстановки (2.5) в 
первое из уравнений (1.29) и некоторых преобразований, члены, содер
жащее независимую переменную -, исчезают, и для определения Xf 
получим следующее уравнение:

2 ( с0 — In sin՜— ) Х> = 2у (0) V t\\X-yk (cos ՛■) -
\ 2 ' 4-1

А т
— |Si0)clg—с/о ■ At (5)ctg(2.7) 

n ;

Пользуясь тем, что числа А'\, входящие : (1.29), (2.5) —(2.7), 
ограничены сверху и, как следует из (1.37), стремятся к нулю, как 
О ^-֊-^1 докажем квазивполнерегулярность системы (2.5). Для этого 

сч
оценим сумму ряда У |ал,, |. Учитывая неравенства 

р —о

֊Л֊’ 1*Г<1֊* (2-8)
к у к к

легко показать, что 

2 2 л
|«40| ^<֊' ֊7Л к I кр \к— Р I

и для суммы модулей коэффициентов при неизвестных получим

V ! а4„: ֊֊ а к 1 Т- -12 р I N,^,. (>.) I A k | №Q« (>.) I < 
ri=O 2 p -1
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2 , т 2гп
*’։ 4 к " Vk

P֊k~t «> ,
V _ 1--------- [֊ V ——____

\-р(к — р) Р (р — к)

2 т 2т '' Л 1 1 4- V

к \ к I Р(к-р) „_|Р1 к р

2 , т л 2т I У к — 1Ч-1 1
^'■ ֊4 Га I a- i i а՜ Т

d i i к-у । fc)-(i к 1 ։֊1)Ч1 к 1)

4 • 21п4А 2(1 т)ГП--------------- ■ ------- г.------
к к"

(2.10)

Полученная оценка, являющаяся весьма грубой, при возрастании 
„к" стремится к нулю, откуда следует, что, начиная с некоторого к^, 
будет иметь место неравенство

оо
У ] akp I < 1 е (к к0)

т. е. система (2.5) квази-нполнерегулярна. Для сплошного вала можно 
положить т~ 1, т. к. |М|<^1. Нетрудно показать, что при сделан
ных предположениях относительно функций fz(z) и f^^z) свободные 
члены ич системы (2.5) ограничены сверху и при к — ос стремятся к 
нулю, как 0(£՜ ).

Таким образом, система (2.5) квази-внолнерегулярна и имееет 
ограниченные сверху и стремящиеся к пулю свободные члены, что 
позволяет определять неизвестные Хк с желаемой точностью. При 
этом, пользуясь методом последовательных приближений, легко дока
зать. что неизвестные коэффициенты стремятся к нулю, как 
Oik՜՝1).

11осле нахождения Хк можно определит։, значение рядов, входя
щих в уравнения (1.29). Т. к. числа Хк при к ■ оо стремятся к пулю, 
как 0(1'՜ ), то сумма первого ряда системы (1.29) будет ограничен
ной и непрерывной функцией, которую можно будит вычислить чис
ленно. Второй же ряд системы (1.29) абсолютно нс сходится. Однако 
вдали от концов дисков сумму этого ряда можно вычислить непосред
ственной подстановкой значения Хк. У краев диска ? — / 0 ряд
расходится, поэтому для получения формул, пригодных вблизи краев 
диска, целесообразно предварительно преобразовать выражении этого 
ряда. Для этого Хк из бесконечной системы (2.5) представим в виде

и. (cost.) 1 .•2Хк = [2Х0 - * (л) -Г Л, (/.)} ----- L - 4 £ (cos б) -i
к к J
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+ ֊- I՛ (0) Л (со։ 6) մ) 4-3 
к յ к "

и

А

Р ( ։/<-Աօտքյ)յ/?ւ

— ук (соз '<■-) Հ,. (соз /)

далее, подставив (2.11) во второе уравнение
используя значение ряда [20]

ОО
1 - ">՝ </Հ. (СОЗ 0) СОЗ 

к=1

V 2 соз — 
__________2

Г соз 9 — сол б

О

с учетом 0<Հփ<ՀՀ окончательно получим

М соз
=, (R,, с) ֊----------2 4- ք (?)

Г СОЗ © — СОЗ А

где

Л?) =

(соз б) էջ —с/б —

системы

со
2Հ. (А) ч- А, (А) - у (соз /.)

*-։

12
2

Հ_____

। I՜ ՇՕՏ 'Ք - соз О

/и (б) Ժ6

V соз« соз 0
4-

<х>
о

>• ур (соз б) էջ (Р)

| соз ® — соз б
=рсоз
2

(2.11)

(1.29) и
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и. Հ. 141.1ՂՈՏԱՆ. Ա. «I. ՄհԼՔՈՆՈԱՆ

ՊԱՐՐԵՐԱՐԱՐ ^ԱԴՅՎԱԾ ՍԿԱՎԱՌԱԿՆԵՐՈՎ ՍՆԱՄԵՋ
ԱՌԱՆ«ՔԱՍԵՄԵՏր։|’Կ ԽՆԴԻՐԸ

ԱՆՎԵՐՋ ԳԼԱՆԻ

Ա մ փ ս փ и ւ մ

էԼշխասւ անխոսք րեքէփււմ է ւ/նսւմ ք,ջ անվերջ երկար պլանի սաանրրա֊- 
ւփմեարիկ խնդրի ճշդրիա լա.ծոէ.մը, երր դլտնի արտաքին մակերևտ լի!ի 
վրա հագրված են միանման, իրարիքք \ավա4 արա պե ч հեոարվաձ կսչէո ч1ци —
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А. A. BABLOYAN, A. A. MELKON1AN

AXISYMETR1CAL PROBLEM FOR CORED INFINITE 
CYLINDER WITH PERIODICALLY IMPLANTED DISKS

S 11 in m a г у

In this paper the exact solution of the axisymetnc mixed problem 
for infinite cylinder with rigid disks implanted on equal distance from 
one another on the external surface is obtained. On the internal sur
face and in the part of the external surface between the disks a radio! 
pressure is applied.

The solution of the problem is represented in trigonometrical 
series. Determination of arbitrary constant is brought to the dual 
series-equations. Later the problem is brought to the solution of an 
infinite system of algebraic equations, for which quasi-quite regularity 
is proved.
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