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Г 3. МИКАЕЛЯН

УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПРИ 
ПЕРЕМЕННОМ НО ДЛИНЕ ВНЕШНЕМ ДАВЛЕНИИ С УЧЕТОМ 

НАЧАЛЬНОГО МОМЕНТНОГО СОСТОЯНИЯ

В данной статье рассматривается устойчивость моментного на­
пряженного состояния упругой пологой круговой цилиндрической обо­
лочки и исследуется влияние деформации ненозмущенного состояния 
на величину критической нагрузки. Разбираются случаи однослойной 
изотропной и многослойной ортотропной оболочек.

1. Пусть изотропная цилиндрическая оболочка (фиг. I) подвер­
гается действию осесимметрично-сжимающей распределенной нагрузки 
</, которая нормально приложена к внешней цилиндрической поверх­
ности и изменяется вдоль образующих по заданному закону. Оче­
видно, что состояние равновесия (/•’,.) до потери устойчивости будет

Фиг. 1.

где ш0

функция

осесимметричным. Для определения это­
го состояния имеем следующую разре­
шающую систему дифференциальных 
уравнений:

<7
</з‘ R

(1.1)
1 </';0 1

7л R

нормальное перемещение, с0 - 
х Пнапряжении. '

жесткость оболочки на изгиб, Е и т
упругие постоянные материала оболочки.

Допустим, что по торцам оболочка шарнирно скреплена с абсо­
лютно жесткими шпангоутами, которые свободны в осевом направле­
нии; тогда граничные условия для краев 1 0, 7 — / имеют вид

М\ = 0, = О, Т\ О (1.2)

Решая систему уравнений (1.1), с учетом граничных условий 
(1.2), можнЛпрсделить функции и ?0. характеризующие нсвозму- 
щенное состояние оболочки.

2. Рассмотрим устойчивость напряженного состояния /’’0. 11усть 
при определенном соотношении параметрон осесимметричное напри- 
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женное состояние оболочки теряет устойчивость и появляется неосе- 
симметричнэе равновесное состояние Г*.

В силу осесимметричноети состояния /։'(| будем иметь следующую 
систему дифференциальных уравнений устойчивости оболочки •!, 2]:

’ 7? бМ th.- др d'J.՛ dp
(2.1 У

1 j d'W{ 1 d'Wj
Eh ՛1 t/а2 dp R da"

Здесь w։ дополнительное малое нормальное перемещение, которое 
нужно сообщить оболочке, чтобы перенести ее из положения /■՛ в по­
ложение Е ; г-։ соответствующее приращение функции напряжений;

е । 2 *' +
дь* da-др op

К уравнениям (2.1) необходимо присоединить следующие одно­
родные граничные условия:

М\ = Т\ ин = 0 при * 0. г — I (2.2)

Таким образом, задача сводится к исследованию системы линейных 
однородных дифференциальных уравнений относительно функций wx, 
?։. Отметим, что переменные коэффициенты этих уравнений отражают 
влияние докритической деформации.

Из условия существования нетривиальных решений уравнений 
(2.1) определяется критическое значение нагрузки.

3. Рассмотрим устойчивость оболочки и случае, когда осесим­
метричная нагрузка изменяется вдоль образующих но закону

<7-У051п/.а /л- (3.1)

Решая совместно уравнения (1.1) и удовлетворяя всем граничным 
условиям (1.2), для ти0 и получим

л л«"0 = 4/7, <р0 - 4Л
/■R

где

Л՜
R2

Предполагая, что выпучивание оболочки характеризуется законом

Wj 4 sin ла sin р՞

а соответствующая функция напряжений

©1 = sin ! 1 sin Р/

(3.2)

(3.3
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и интегрируя уравнения (2.1) методом Бубнова-Галеркина, 
критическое значение параметра нагрузки

% =

находим

(3.4)

з-

^֊>■‘4 £>(Р + 1е)
/у* ___________

+ I12)2

12(1 - >=)

1 |2 1 -|֊ ֊

Здесь«/*— критическое значение равномерного внешнего 
предположении бёзмоментности начального напряженного 
К—безразмерный параметр нагрузки.

(3.5)

(3.6)

давления в 
состояния;

Минимизируя </* ио п, определим верхнее значение критической 
нагрузки.

4. Рассмотрим влияние докритичсской деформации на величину 
критической нагрузки.

Как видно из (3.4) (3.6), указанное влияние в основном харак­
теризуется отношением длины оболочки к ее радиусу и числом волн 
п в окружном направлении оболочки.

Исследование зависимости (3.6) показывает, что при возрастании от-
I 1 ПЧношения — от нуля до некоторого значения в окрестности — и.о
R R

коэффициент К, начиная от оэ, убывает и получает минимальное
1 значение в пределах -- 3* в I---- ; при дальнейшем увеличении —

8 R
3:коэффициент Л. возрастает и асимптотически стремится к пределу —— 
о

С увеличением числа волн п значения </’ все 
к соответствующим значениям </*,.

ГЛ 1 - 1
Отметим также, что при -- 1 последним

выражения К можно пренебречь.
На фиг. 2 изображена зависимость между

более приближаются

членом н числителе

безразмерным пара-
V.,метром нагрузки —и отношением при ч 
‘7 б А>

Л 1
0.3, — = —. п 1,2,3.

R 100

8

1
4

/

Рассмотрение фиг. 2 позволяет определить интервал изменения 

когда различие между и </* становится более существенным.

При п 2, п = 3, можно считать, что указанные значения лежат 
К

в пределах
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0.25 <у<2

При л 1 поперечные сечения оболочки перемещаются как жесткое 
п . Iцелое. В этом частном случае искомые значения — занимают почти 

л
весь встречающийся на практике диапазон значении этого отношения.

•Риг. 2

5. Приводим решение аналогичной задачи для многослойной ор­
тотропной цилиндрической оболочки, отнесенной к системе криволи­
нейных ортогональных координат >֊, 3, *; (фиг. 3). В этой системе ци- 
липдрическая координатная 
поверхность радиуса R нахо­
дится на расстоянии от 
внешней поверхности оболочки.

Будем считать, что пло­
скости упругой симметрии ма­
териала каждого слоя перпен­
дикулярны координатным ли­
ниям 7,

Осесимметричная равно* 
веская форма R, оболочки описывается следующей
ренциальны.ч уравнения [3]:

Фиг. 3.

системой диффе-

। ~ Л’о 1и! "Г” </ . ■ — — — —֊

& <Ь< R
(5.1)

где

3 Известия АН АрмССР, Механика, .V; о
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= о։1-^-(^сй-2адгс13 - х%с„)

<> с с՝ _ с ’г

Для жесткостей Сд, К,к, 0;^ имеем

Сд У В} к ('՝, ''•֊])
1-1

к!><=4з^‘Кг<-2Д(?" '''-'’I
2 1-1

ОЛ- у У «?-,)-ЗА («?->£.,) -*-зл։№-'> .»I

Здесь ч՛ - расстояние внутренней поверхности /то слоя от внешней 
поверхности оболочки,

£1 В\ п1   В ’и = •:----- г-7’ #.'2 1 Т՜։’ «о; —1 — ** Ч 1 ЧI « ։ •
в։к = - -/.в!,

Уравнения устойчивости напряженного состояния оболочки имеют 
вид [4—6]

Д (оу) + /-(а.О «՛, <?-'«•։ 1 д2и.\
~о^՜ ~ 7? ЦТ

(5.2)

В(Ь;) и՛։֊ £(а«)^։ = 1
R дяг ()-з.-

2:ъ
(Ь՝

<^г, 
°1/՜՝

где
, ( , гд4 0{ о4 ь(а;) — а,-------- а*-------- о.----------' 1 дл1 ‘0^ 3

г , ։ , <Х* , 0 ՝На к) = а4 — 4֊ а5 ——֊„ + ай — 
с#а' о^о^-

Коэффициенты имеют следующие значения:

<4 2КкСк+К,гСп)- 2-^

“в = V (А42С22 Л"22С։2)



Устойчивость оболочки при переменкой давлении 35

V 2Ь1։ 2֊\КиКх.Сг.-(К1,Кг։^ /&)С,։ + A'=Xi.;C„| -֊ 
I х

(А. \| 
см /1

Л, /Л. (t&C„ - iK-K,.C,; 4- tf;CK)

Пусть оболочка находится под действием нагрузки (3.1) при 
Граничных условиях (1.-2). Повторяя предыдущие рассуждения и вык­
ладки, определим критическое значение синусоидального внешнего 
давления.

Из (5.1) для определения а»0 получаем дифференциальное урав­
нение

V1 а,/ </з‘ + -q

С учетом (1.2) находим решение этого уравнения в виде

“•о = А?о sin /-а

Функция напряжений то определяется выражением

Л /1 Л .
?о= —— — ֊Од'- ?о$1П/֊7 

а/՜ \ К /
Здесь

Принимая выражения для »։ и в виде (3.2), (3.3) и интегри­
руя уравнения (5.2), находим

< = <?.Х (5.3)

Ф(а,) —Ф(а?)Ф(6/)

~ ЫФМ
3- 1 - ֊. (ахЬ} -«'՝)/С->‘

Ф(й,) \ я / 
где

Ф (« ) ар4 «4!՝‘

Ф(а*) п4/’ т • о«՛.1*

Ф(/| ) — 6։/‘ 4 Ь^'п- ~

Сравнивая полученный результат с аналогичным результатом для 
Однослойной изотропной оболочки, замечаем, что слоистость и ани-
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зотропия, как и следовало ожидать, вносят только количественные 
поправки в выражение критической нагрузки.

6. Рассмотрим численные примеры.
Определим верхнее критическое значение синусоидального внеш­

него давления для дюралюминиевой и стальной однослойных оболочек 
и двухслойной оболочки, составленной из этих оболочек.

Пусть для дюралюминиевой оболочки

Е։ = 0.75.10е—/=0.3, А = 0.1с.» 
елг

для стальной оболочки

£„֊2.Ю« —V = 0.3, Л 0.1 см 
см"

Будем считать, что /<’ = 40 см, /
Минимизируя с/ по п, для дюралюминиевой оболочки находим

К* 1
< т!п = °֊168---- - НРН П = 9

елг

для стальной оболочки

4՝ п.{.. = °-448 при п = 9 
СМ

для двухслойной оболочки

4՝, .П1Н 1.221 -£. при П 7
СМ"

Интересно отметить, чти для однослойных изотропных оболочек, 
при одинаковых размерах и граничных условиях, форма потери устой­
чивости, соответствующая д’ |։Иа, зависит только от коэффициента 
Пуассона.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса Пийтупила 24> XII 1966

2. Ա. ՄԻՔՍԼՅծԼՅԱՆ

ՇԵՐՏԱՎՈՐ ԵՎ ՕՐԹՈՏՐՈՊ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ 
ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅՈԻՆՕ ԱՐՏԱՔԻՆ ՃՆՇՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

U. մ փ n t|i n i մ

‘1՛ ft lit ււրր 1ր1 ti t tl' Լ' կորու. ք} ք ո է.ն tt ւ.ն 1։ tj ո tf . ՝ jtO ւ»՚հա քին, if յ ան ա / քւՆ
սււէսւձէքււ։1քւսն քժ աղան ft} ft ւ) tt ւ> ևն in ա լին յաքրէքածաքին ւ[իճա1յի կա քո ւնո ւքժ Հո ւն ր : 
Ոէ-սուէք}ւաոիրվոէ.մ է' inftuim,ք>ին ղլանալին tfակե(էհու.լթուք աոանւլքաոիմև-
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"Ч'ЬЬ ^'2^ ",Г,։ Ч-^'Ч1՝1': •»!• Ч“'Ч[""։։1"1 ‘1 /, {<! ш'/чГи [d ft nt it in'll урш п ^и) h т р fl !j yh-
ijlllpll Itiyjttll f[l UH]I}J1 t{tl I/J IHl'llfl III .J fl if ЛЛ til.fd fill'll if (tin; llliufftpp
intd^nt.l! £ putfituif li putiu i[np lull/< цп шрп «у [d iiit] in'li ftfiil, pji util tut 1 {d / utli 
\tuiflu&iu /'ll , ^TfJilfirt fllf IU ipj t! If in pif nt}՝uhp/l ''/1 UjU [d li lf[l HU £l/ uni if Ullf p t

G. Z. M1KAELIAN

STABILITY OF MULTILAYER ORTHOTROPIC CIRCULAR 
CYLINDRICAL SHELL UNDER PRESSURE

S u tn in a r y

In this paper the stability of rnomental stress state of fle,xibility 
of a cylindrical shell is considered.
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