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М. А. АЛЕКСАНДРИЯ. А. А. БАБЛОЯН

О НЕКОТОРЫХ ПАРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 
ПО ФУНКЦИЯМ ЛЕЖАНДРА

При решении краевых задач математической физики, в случае, 
когда граничные условия заданы в смешанном виде, часто оказывается 
целесообразным свести решение задачи к определению неизвестной 
функции из парных интегральных уравнений.

11арные интегральные уравнения, содержащие функции Бесселя 
или тригонометрические функции, рассматривались в работах Кинга 
[1], Басбридж |2|, Б. Нобля [3], И. И. Ахисзера [4] и других.

Парные интегральные уравнения, содержащие функции Лежандра 
с комплексным индексом и с действительным аргументом, рассматри­
вались в работах Гринченко В. Т. и Улитко А. Ф. [5J, Баблояна А. А. 
[6], Руховец А. Н. и Уфлянда Я. С. [7].

В настоящей работе рассматриваются некоторые парные инте­
гральные уравнения но функциям Лежандра с комплексным индексом 
и с чисто мнимым аргументом. Такие парные интегральные уравнения 
возникают при решении смешанных задач теории упругости в сплюс­
нутых сфероидальных координатах.

Прежде чем перейти к решению парных интегральных уравнений 
указанного типа, приведем вспомогательные соотношения, которыми 
будем неоднократно пользоваться в дальнейшем.

1. Интегральные представления функций Лежандра с комплекс­
ным индексом и с чисто мнимым аргументом [8]:

р = 51Ь1 ~՜ С = cth՜՜ Г _
J | sh t — sh х г. J J sh x sh t 
X —«

P (x cthlc- f = cth~ Г (o.i)
« J p-՜՜ sh t sh x it J У sh x — sh t

X —*

, . 1՝ sin'trit . -кт Г cos т/ dt
P-. (x) — ՝ =■ tli \ —r.J | sh i — sh x 2 Г sh t - sh x

—••• .< 
- x

, . i' sin ~t<if кт Г cos ~-tdt
(/-. (x) = I----------------------= th-------I -֊֊- - —J j/^h I — sh x 2 J Г shx՜ — ^h/

где введены обозначения
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Р ։4U/shx) = P.(x, -) 4֊ г‘Л(х, ')

<?я (/, t) — cos "/sh ——Ь (— 1)" sin't ch-- (n 1,2)
2 2

(0.2)

p (X) -L.[P{{Xt .)-PAX, TH
ch

zsh V
q ^x)= --- ------[P2(’X, -)' P։(x, •)]

ch sv:

Р.֊>, н- (гЧЬ х) — функция Лежандра.
2. Формула разложения произвольной функции и интеграл по 

сферическим функциям [9|:

/(*) = I —։h-^- 1 Р.՝(х, ֊.) I J(y)'Pz(y, -)chydy + 
J ch-- I J l> —~

•х>
+ Р, (х, -) j /(ffFl (</, ^chjrrfl/j d: (0.3>

— *0

/(*)=2 | q __ р՛' (•*> />л <0<х<оо) (0.4)
t> "„O’՜5

(л = 1. 2)

3. Ре։ценил интегральных уравнении Абеля:

/V
... Г »<(0^ u(f>=- d ( /(«)Cb«cfa

J/‘sh«-sh^ ТТЛ j/shz-sha
a a

(0.5)

/ю г ц(рл ti= _ i jL\J.֊
J V sh t sh a ~ fit J 1 sh '■>■ — sh t
1 r

4. Зн;ачения разрывных интегралов

ll7.(x)sin-.^ = J<sh/ sllA՜’ ' ((>Л>
10 0<x)

2 1" . v j—(she —shjf)՜ *■ (z>.v) <o՛6^
cth-----p-(x) cos-.ta՛ { t

0
! 2 lo (t<x)
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2 I . . . . (бЬ X — эЬ /)
к л I о

о

(*<х) 1
(I 2> х) | .яЬ х 4՜ $Ь I (0.6)

" / \ , | (։1։ х дЬ 0 '* (/ <х)— о- х)со*>4с/' =2 4 I 0 (/>х)
1

к вЬ X 4֊ »1։ I

Эти соотношения получаются из (0.1), если рассматривать их как 
преобразование Фурье и пользоваться соответствующими формулами 
обращения.

Отметим, наконец, что из (0.1) и (0.2) следует соотношение

Р-ч.^- ( /х) Р-ъ+и(։х) (0.7)

откуда заключаем, что мнимая часть Рх(х, ') функции Лежандра 
функция, нечетная по х, а действительная часть Р2(л՜, функция, 
четная по х. Это обнаруживается также из интегрального преобразо­
вания (0.3).

§ 1. Рассмотрим парные интегральные уравнения 

«՛ 1Ь —
С 2

------- 1Л СО Л (х, -.) 4 Л(') ?։(*, ’))</■ ’■ .?(*) ( <х<а)
I т

(1.1)

Условия, налагаемые на функции £ (х) и А (х), будут выяснены 
в ходе решения системы (1.1).

Обозначим

Н(х) = |[Г,(т)Л(х, т)]<А ( --<х<а) (1.2)
о

Тогда, если функции Рп ('} представим в виде

—- ------I /(г/) Рп (у, ') сК/усО/ (п 1,2) (1.3)
сЬ ,)

то в силу интегрального преобразования (0.3) из второго уравнения 
(1.1) и (1.2) получим

/ ( (— ^ <</<«) 
(а<//<ос)

(1.4)
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Преобразуем первое уравнение (1.1). Пользуясь формулами (0.1) 
интегральных представлений функций Рп (х. •) (н 1, 2), первый ин­
теграл системы (1.1) представим в виде

-։ —
Г——Рч(-)Л(*> •) I-/=■=(-■)рд«. -)|</- =

{/••(֊) сН1 ” Г «М',
Г1Н т. .) 

— »

с1Ь«> Г дх(х, 1с/. 
- 3 р .$й х — бЬ I I

с1Ь 11։ 
2

1

[ -^։(х)^(л ’) + /■;.(•) 91^- хЖ*

7՜ Г՜՜ е|։У<9V зН Л- — зй I 3
(1.5)

где

(^, у)= р-Л'> ^.(у, -) ֊ <М'. 1 (1.6)
д ейглс!!։ —

2
Подставив (1.5) в первое уравнение (1.1) и пользуясь формулой 

обращения Абеля (0.5), получим

/(у) .'/) с11г/(Л/ -= 6(0 (—»</<«) (1.7)

где введено обозначение

6(0 <7 Г % (д') ей х<1х 
сП .] I -Ч.й / М1 X (1.8)

Пользуясь (0.1» и формулой 
’ Фурье, функцию (2(/, у) представим

обращения для 
в виде

преобразования

ел/. ./> ...о, у) ֊—։ г)(1г~
) зЬу - зЬг

где

(1.9)
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,, х Z֊bz t — z j(shj/֊sh/) ' (/<//)
к (t, z) — —-------------- --------------- , w (/, и ) '

sh(t -z) .sh(/ 2) 0 (/>/,)
(L9')

Учитывая (1.4) и (1.9), интегральное уравнение (1.7) приведем 
к виду

t е.
( Н ( у) Q{t> у) cil ydy Г \H(y]Q(f, у) ch ydy 4- 

1 Л ( у) Q(t, у) ch ydy = G(t) 
a

a 11
fïT?)ch^-4[ "WM f

.1 l'shr/ sh t ж* J J ।
k(t, z)dz 

z sh y — sh z

1
I sh у sh t

k (f, z) dz
I shj/ sh z

dy=G(t) (1.10)

В соотношение (1.10) вместо 
ную функцию

функции H{f) введем новую нсизвест-

! h y}chydy
I skÿ shi (1-11)

Тогда для определения функции /•'(/) из (1.10) получим интегральное
уравнение Фредгольма второго рода с симметричным ядром 71.99

■I
= к (t, z) F (z) dz ! G} (t) ( oc<^/<^«) (1.12)

где (7։ (/) определяется формулой

0,(0 671)֊ (1.13)
.1 1 й!1 у - 511 / 1;֊ 3 9 ( ьЬ у ьЬг
о а —»

После решения интегрального уравнения (1.12) значения интегралов, 
входящих в систему (1.1), будут вычислены по формулам

Н(у}
а

1 d_ Г F (a) ch oJa _____F (a)
“chy dy J У sh a — shy -(sho -shty) '։ 

y

y
1

a
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1 Г__ Л" р)
- ։1 | «Ь а эИ </ 

у

(1.14)

- I п —~ «
(' —1 [Г, (:) Р, (х, •=) R ь ) Р, (X, I </֊. = А [ —^֊5=
,) т г „I яп х - «П (

1 Г I Г/<('/)с11//<У____ 1 С
, | «Их - «И 11 ,) / «Ь у — .$Ь I .
<? • — •»

I Л ( ?/) с!։ у с/у I — (/,=.г2-. — 
] .) Г яп// - зЬг

(1.15)

При получении этих выражений были использованы формулы (1.5), 
(1.11) и (1.12).

Теперь ясно, что функции £(х) и А (х) должны быть такими, что­
бы нее интегралы этого параграфа сходились абсолютно, то есть 
функции <?'(х) и А (х) должны быть кусочно-непрерывными и должны 
удовлетворять условиям, указанным в работе Лебедева Н. Н. и 
Скальской И. Г1. {9]. Аналогичным образом парные интегральные 
уравнения

- 111—
| 2— II - Л'(-.)]|Г։ (:) /<(х, (х, ')]<к ?(х) (֊ос<х<о)

о
(1.16)

( (') Л (х, -) Л(т) р2(х, т)| (/- = Л (х) (а<х< оо)

<1 
сводятся 

где

к решению интегрального уравнения
п

М Г^</’ ^Г(г)с1г б՛; (О (1.17)

А* (/,֊’) - ֊—— 
йЬ (/ — г)

4֊

соз -1/ со$ со5 -г а՛ (1.18)

яЬ ((

4^0 

л
а (/*(/) определяется формулой (1.13), и которой нужно заменить 
функцию А- (Г, г) функцией ^*(^, г). Остальные формулы для случая 
/V (■:)=# 0 сохраняют свою силу при замене /: (7, г) на А ՛ (I, г).
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Докажем, что интегральное уравнение (1.12) всегда может быть 
решено методом последовательных приближений. Действительно, ноль՝ 
зуясь значением интеграла 

1՝ хЛх 7Г 
՛ зЬ х 4

при а<С0 будем иметь

н п «
4 I НС г) йг \\ к(1, г)(1г -֊- = |

я-,) Г.-,’ зпх 2

а при а^>0 получим

Если же а то интегральное уравнение (1.12) можно решить
точно, пользуясь формулой преобразования Фурье.

Отметим, что уравнение (1.12) можно решить точно так же н 
случае а 0.

Действительно, при п — 0 уравнение (1.12) имеет вид
о

Г(*) ГЬЦТЦ г) к(1 г)]<1г • б’,Ц) ( ֊^<;<0) (1.19)

где к (х) четная функция, т. е. к (х) к ( — х).
Принимая /•’(/) /•’( /) и 6’։(/) —(7։( /), уравнение (1.19)

приводим к виду

/•*(/) - ֊ I /՛ (?) к (/ — г)с1г Ч (/) ( се < / <^ ос)

которое, как известно, решается точно.
£ 2. Рассмотрим парные уравнения нс функциям

СгГ(т)РЛ(х, ֊.)</֊. - /(х) (0 < х < а)

1Ькг[1 - ДЧт)]Л’(т) А,(х,

(2.1)

(п I, 2)')^=^(х) (а<^х<^ ос)

Введем обозначения
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?(*)- | -Г(-) Р„ (х, -}сИ (а<х<оо) 

и
(2.2)

Тогда из (2.2) и первого уравнения (2.1) в силу (0.4) будем иметь

СП

<г ■*

/ (?/) РгАу, ’) с11 у<1у 4- ? (у) Рл (у, ') ейу<1у (2.3)

Умножая второе уравнение (2.1) на ей х (зй л- — $й () интегрируя но 
х от { до го и дифференцируя полученное соотношение по I, получим

(а < / < лс) (л = 1, 2) (2.4)

!
1՝ ? ( 71 ‘-Н/лА/

.! | 511 I з1и/

где

л /л - „ С 8(х)сЪхс1х
-*1 </с)1/'5Ьх-8Й/

/

Подставив значение /•’(“) из (2.3) в (2.4), получим

|| Ду) ей </£)« (у/, о <1у т 9 ( у) ейуЦп (у, I) (1у = (О 

О а
(а < I <») 

где

ОЯу, /) 21'1'’^[1֊Л/(т)|Р„(,А ,)<?„(/.
,) ей -х

(2.5)

(2.6)

| (зй/- зйх/) (1>у) _
о и <С У) •! V 5Ь * “ У

У

(2.7)

кп(1, х) соя (/
2^^----- 1

2 и

с;;ь I !
СЙ

4 (— 1)л 1й ~ яш '• (< -|- х) (Р- 1, 2) (2.8)

Подставляя (2.7) и (2.8) в соотношение (2.6) и пользуясь ооозначе-
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нием (2.2), для определения функции 4’ (/) получим следующее инте՛ 
тральное уравнение:

'։’(/) — х)Ф(х)Лх f- G (/)
а

(□<?< ' ) (2.9)

где ядро интегрального уравнения дано формулой (2.8), а свободный 
член имеет вид

а « *
G(i)-gl(i) 4֊ \/(yUhydy \֊֊֊^~' (2-Ю)

J| sh t shi/ J ,1) shx shy
о о у

После нахождения Ф (f) из (2.2) получим значение первого интеграла 
в области (и _ х <, )

?(х)
1 d Г Ф(й)сЬ '^Л 

-ch х t/x J I sh х — sh ’
’■> («)____

- | sh x — sh a
1 i* Ф,|а)(/я_
о J | sh x sh я 

li

и второго интеграла н области (0<^х о)

= fth“ll —JV(t)|/■'(-) А. (х, -.)<!■

11

Г
| sh ( sh х

« t
1' / /(//) chc/Ji/ 

,1 J I sh i sh r; 
л о

^ /(//) eh yd у ( kali, z)<k 
sh z — sh у

i Ф (2) kn (/, 2) dz di
I sh i sh x

(h=1, 2.) (2.11)

Из (2.8) следует, что если интегральное уравнение при а о0 
можно решить методом последовательных приближений, то его можно 
решить этим же методом при а^>а0.

Нижний предел „а“, при котором уравнение (2.9) разрешимо ме­
тодом последовательных приближений, зависит от вида функций (*) 
и в каждом конкретном случае определяется из уравнения

шах \ 
(" ' J 

а
k(t, х)с/х=1

При « —- 0 парные уравнения исчезают, то есть остается только вы­
ражение вида (0.4), и /?(”) определяется из (2.1) в замкнутом виде.
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§ 3. Теперь рассмотрим парные уравнения

| (x)dx = f(x) (0<х<о) 

о

(3.1)

| с th Г (•։)/>- (x)d~ = g(x) 
и

(о<Х<Ос)

Пользуясь формулами (0.1), второе уравнение (3.1) представим в виде

-cth — b (:)р;(х) d~ ֊ ֊ (-у-.. - -— 1 т/-(:) cos-/rfx = g(x)
2 J у sh t — sh x J

ж 0

откуда в силу (0.5) будем иметь

Л'(х) sin ifd* — G(t) (a<^Z<^oc) (3.2)
•/ 1« 

где

G(<)- — [^֊)С|,"г (а<<О) (3.3)
«Jr sh x — sh I 

։

Введем обозначение 
/«ft 

//(0 - j Г(Ч sin -.id-. (0</<«> (3.4)

и
тогда из (3.2) и (3.4) для функции /■՛!") получим 

11 "■
/•'(-) r/(Z) sin -֊tdt 6’(/) sin ztdi (3.5)

II а

Подставляя найденное значение Л( ) из i3.5) в первое уравнение 
(3.1) и пользуясь интегралом (0.6), для определения неизвестной 
функции 11(1) получим следующее соотношение:

Г НЩ։ Г , , Г ^-(П^_ |3г)
3 I' яйл- бЬ ( вИх-гвЬ/ . 'I ьйх-|-5Ь<
О V «

(0< х<о) 
л

Применяя к (З.б) формулу обращения (0.5), для определения 
функции Н(х) получаем интегральное уравнение Фредгольма второго 
рода
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а ___
И(х) = ±CchJ2 sh/HV^ + (х) (0<х<а) (3.7)

~ J I sh x(shx 4 sh t) 
о

где

r/ v 1 Г chx/sh/GU) , 2 (I f /(a)chacfa ... „
G։W = vj + sh’,Trf' 7x J Ahx-Лй (3-8) 

a 0

Следуя Титчмаршу (10], уравнение (3.7) приводим к интеграль­
ному уравнению типа Винера-Хопфа. Для этого в уравнении (3.7) 
произведем замену переменных ; и

sh х — е ’ sh a sh t = е '' sh а

и введем новую неизвестную функцию

Я։(;) - /7(х) 1Ь

Тогда это уравнение примет вид

W,G) -L 1' H^dr‘ +?(;) (0<;<оо) (3.9)

2я;! ch ■՛ 

где 
0 .с

э(;, ֊1 Г T2th;Z/< f /(-■■'chWa \ (310)
2՜ J ..I, *՝ ~ r‘ «3 X dx ,1 I sh X — sh « / ։

Cfl — J .r-.\r*ht։։ »!:«)

G’m (t,) - 6’(a')lhx при sh x — e '' sh a

Непосредственно применить метод Винера-Хопфа к уравнению (3.9) 

невозможно, так как । £(х)</х=1,но пользуясь результатами, полу­

ченными в работах И. М. Рапопорта (111 и Ф. Д. Гахова (12]. можно 
получить точное решение уравнения (3.9) в замкнутом виде.

§ 4. В качестве примера рассмотрим задачу о кручении вала, 
ограниченного однополостпым гиперболоидом вращения, когда : ранич- 
ные условия заданы в смешанном виде, т. е. на части поверхности 
задано перемещение» а на остальной части известно касательное на­
пряжение (фиг. 1).

Как известно 113]. эта задача сводится к решению уравнения 
Митчеля

^1' ^\_о (4.1)
ar- г dr dz"

При переходе к сплюснутым сфероидальным координатам

г ==■ с ch COS Tt Z C sh : sin f, (4.2) 
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уравнение (4.1) примет вид

(4.3) 
г/г (?•/)- </? (Ь,

Перемещение и касательные напряжения определяются через функцию 
перемещения '1՞ формулами

... .. . 6г <Н՜’ 6г </’!՛у = г'| (; У։), = — — ■ , —=  
V Н (Л ' /Н д-п

где (4.4)

Фундаментальными решениями ураг.нения’(4.3) являются функции

1 д. [?} РЛ (i sh =) -}- BQr. (7 sh ;)] j CPr. (si n 75) | DQn {si ո հ)] 
W= 'ch; cost, ՜^\ \AP 130 .(sin7,)|,.

՝X{CP .„H (Zsh-) DQ , i/x(zsh 5)1
(4.5)

Легко проверить, что функции

1, sh ; sin Հ, -~r arctg(sh:), 1 In tg ( 4֊ -M (4.5 )
cir; cos-r, \ 4 2 /

также являются решениями уравнения (4.3).
Граничные условия для рассматриваемой задачи имеют вид

•ԱՀ ^)> = Հ(Ո (а<;О)
^(Հր10) = ^(;) (֊ <;<«)

Учитывая (4.5) и (0.2), функцию перемещения ՝Г (Լ ?,) ищем в виде

Г* ^՜՜ • ՚ րՒ
’ՈՀ '.)֊ (/,(^)А(;, г,)4֊Л(-֊)/Ш i֊(sin?,)—------ (4.7)

J ch ? cos /;

где штрих означает производную по координатам.
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Подставляя (4.7) в (4.4), получим

1,~2 [' II ֊ с J [ Л (-) Рх (;, •/)) 4 /2 (֊) Р> (;, (sin т։) 4֊
G ,1

и

4֊ tg TtP(sin 7j)I <7- (4.8)

Удовлетворив граничным условиям (4.6), для определения функций 
fn(՜) (п - 1, 2) получим парные интегральные уравнения

ph -1—^-|/4(нА(;, -)-A(-)AG, --)1^ = ^(0 (—««)
У

(4.9)

^>։ (-.)/>!(:, :) А(.)/Мс, 7)1^ = А2(;) (а<=<^)

и

где введены обозначения

А»(’)- Д(-) (А.. ։м: (sin>}0) -I- tgr41>P -.։H-(s։n vj0)| (я-1,2)

М?) = г=(«) =—?■(-:) ИЮ)
(J с

|1 — W(-)| th Г'՜'----------------
2 Р_ ,t.1T (sin 11()) 4-tgG0/’ ,/-(sinv;0)

Постоянная сн выбирается таким образом, чтобы правая часть по­
следнего равенства (4.10) при возрастании " стремилась к 1, т. е. 
при т — эс АЧ՜) 0.

Пользуясь асимптотическими формулами, для функций у\ежандра 
при больших и при малых значениях индекса [14] получим

где К (х) — полный эллиптически։! интеграл первого рода.
Предварительно рассмотрим парные уравнения (1.16), где про­

изводные функций ^(х) и Л (л՜) равны соответственно ,?2(х) и Л2 (х).
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При этом функции Л (х) и £ (х) определены с точностью до постоян­
ных слагаемых К (а) и £ (а).

Выясним те условия, при которых решения парных уравнений 
(1.16) и (4.9) совпадают- Парные уравнения (1.16) сводятся к реше­
нию интегрального уравнения (1.17) с ядром (1.18). При этом инте­
гралы, входящие в (1.16), вычисляются ио формулам (1.14) и (1.15), 
где вместо функции /:(/, г) нужно подставить выражение (1.18).

Из (1.14) и (1-15) следует, что для совпадения решений этих 
двух парных уравнений нужно положить

Г(а) = 0 (4.13)

С(о)֊ ГА(у)сЬ^_2_ г Г(г>к,(а г)^_ 
,1 I бИ у — бЬ а -- ,) 
Л — ш

- :֊• (л Су) сьу</у ( ~ 0 <413'>
О — ~

Из интегрального уравнения (1.17) следует, что условия (4.13) 
и (4.13 ) равносильны, то есть они выполняются одновременно.

Примем Л (а) = 0, а значение £ (л) определим из соотношения 
(4.13').

Учитывая вышесказанное, рассматриваемую задачу сводим к ре­
шению интегрального уравнения Фредгольма второго рода относи­
тельно функции Г'(Г)

а
\ Г' (г) к3 (У, г) Лг 4֊ С (О (—(4.14) 

— ОС
где

^з (Л 2} ֊ 4֊ г) — кх (I — г)՛ — к2 (/ г)

(4.15>
։|,х 2^3 сМ^

(х) — ( 'V (։) со։ -хг1-
и

М-х) кп(х) (л — 1, 2)

Я

<7 Г ^2(л)сЬ/</я 
И ,) (бБ I — бЬ а)' ’

1 Г
(I

1՝ /?2 (а) сБ гсИ 1 1' 
I (зБ а — бБ г) }

Г /ы (а) с Б
,1 (бЬ а — зБ /)

’) с1: Г МакЬ гЛ 
(зЬ а — зБ г) ’
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Из (1.14) следует, что напряжение в области ( о:<^а<^а) опреде­
ляется формулой

и
_________6’_______  (1 1՛ Г' (а) с/а

" )/сЬ2 : — с/а 3 (бИ а — $Ь 0 ‘ 

2 Известия АН АрмССР, Механика. № 6

(— оо <$ < а) (4.17)

а перемещения в точках на границе однополостного гиперболоида 
вращения вне штампа определяются формулой

« .г *
@.(х) — с </ 1՜ С 6'1/1.7'  Г /г (сЬу<1у

~ с/х I. I дЙ л- ЗЙ/ .1 I ьЬ х - дй / , | бЬ.у — зЬ I
—« а 1

— А ( Г(г)к(/, г)<1г к (у) ей у(1у I ~=- }
1Т՜ ,) »* 3 V՛ 1 5Л у - ДЙ / I— * .С —ЯМ

(а Сх<^ос)

Вопрос разрешимости уравнения (4.14) методом последователь- . 
ных приближений исследован в конце первого параграфа.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 7 V 1967

։г. а. тьяииллр-тъ. и., тичпзиъ

1.Ъ<М1ЛЛ>ГЬ 3»ПЬЪ>|ЗЬи.ьЬРПЧ 1ГЬ ₽Ц.ЪЬ <>ПН«|. йЪ8Ь‘М՝и1, 
2ичаии.1‘пь1П|1Я'ь иаим,

и. (Г ф и ф п I П

1Г 1И^Н։/1 ш ш }1 !рп I) 41*4 !}1 }11)}11)41 )}г ■ т/}։и и ш р г։ > ,/ъЛуг у и 1 •) Лу/»։, • ^['1' Ч
И)Шр1՛ 111*11*111։рр шр^тЛ /.7, [иши)1 Мин}, \ш&1и}и *11и/ ч>ш ։ч1{1н֊<111р(!՝и/р ( 
[н^Ч 1'['Р 1'^1'^ I Ч»*֊У1 т1ч{1',,4 ‘՝1и1[и11ги1֊ 
/пп и!/!,р}/у:

^,111 [у }1՝11 ч/Ь ц/ни! ^ип} и։ и и։ ри ։ 1П11։ !< р, ирпЧ/п /у ч։ (1И1СЦ и։1у1 а!' 67/
чА1/։ р , {рч։! Л п 1иг1/1р ч /Ъ ։ч \ ։и /}/ Ч11ри'11 !}։ т 7, /р/ }ичЪ 11 р, 4}' '1'‘‘(р/р^Ш') ЬЪ

[1 1։ 1ЧЦ Ч12[ч111шч1՝111р'1111рч1 ։> : Чш/чрК рч }Л1у11 рип՛} Л }>р411рчГ1» Ч1р։ри.֊
^ЬЧипт} 1,1ц{ Ч1ГИч р}։ !}> п ։}/Ч1՝Ь К р ирч р и I՛!/ч/1р14 1рч.)<1 }։')1 шК 4 р ։" / '՝ч11}ч1Ч41֊ 
рп1 1(Ы1рр Г/}/Ч< Ш у!р}111 /.‘и 1}1։р^1։рч' 1՜) 1 j Ч! }и 41111 ч/и рЧ1 К рп/ г/ I

Ы։р1рч ш2}ч 1и41 чЛ։ ри 1 11՝ I/}1 шшр!р(и I ։!՝ 1Л 1[Ч11՝и][!1 рч }Лч11рип1} А /ри.иг 
1^11цЛ uipiptt.ll 11*114141} /,// </ 111*11 Ч р}1 1}111 с'и/р/}! 111*11 Л pH 1} 4nt.pl }1*11 Ш К Ч р 141 >1и:}и1Ч111‘
ри 1.111111 р, чри*11р :111Лч.[1ир11.11‘ 11*и иЬ1рГ 1}шЛ и *}111 ри}1 Ч111[ 1р!пр 1)11*11111 41*11 Кри 1} 
ш и ш \ I) 1111)и1*11 и г. }11) 41*11 шЬ ии 1 }} у шЪ }ии111[1 [и'ъ у }։ р*Ь К [1 )ииУЬ)11и!
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М. Л. ALEXANDRIAN. Л. A. BABLOYAN

CONCERNING SOME PAIRS OF INTEGRAL EQUATIONS 
WITH LEGENDRE FUNCTIONS

S u m m a r y

In solving equations of mathematical physics, when the boundary 
condition arc given in mixed expressions, it is often necessary to reduce 
the problem to a determination of the unknown function from dual 
integral equations.

Dual integral equations that involve Bessel's functions or trigono­
metric functions have been treated in [1 4], et a!..

Dual integral equations involving Legendre’s functions with com­
plex indexes and real arguments have been treated lately in [5—7j. 
et al..

ЛИТЕРАТУРА

1. King L. I''. On the Acoustic Radiation Pressure on Circular Disik: Inertia and 
Diffraction Corralions Proc. Roy Soc. London (scr. A). 1935. vol. 153. № 878, p. 1.

2 Busbridge f. IF. Dual integral equations. Proc. London Math. Soe., 1938, vol. 44, 
.4- 115.

3 Noble B. Certain dual integral equations. J. Math, and Phys., 1958, vol 37, 
№ 2, p. 128.

4. Ахиезер И. И. К теории спаренных интегральных уравнений. Записки мате- 
мат. отделении физ.-мат. факультета Харьковского магсматичсекого общества, 
т. 25. сер. 4, изд. ХГУ, Харьков, 1957, 5 —31.

5. Гринченко В. ՛!՝., Улитка А. Ф. Об одной смешанной граничной задаче тепло­
проводности для полупространства Ипж. физ. ж., т. 5, вып. 10, 1963.

6. Баблоян А. А- Решение некоторых парных интегральных уравнений. ПММ, т. 
28. I9b4, 1115-1123.

7. Рухазеи .4. Н., Уфлянд Я. С. Об одном классе парных интегральных уравне­
ний и их приложениях и теории упругости. ПММ, т. 30, 1966, 271 277.

8. Алекспндрян М. Д. Об одном интегральном представлении функции Лежандра с 
комплексным индексом при чисто мнимых аргументах. Изя. АН АрмССР, се­
рия Механика. V. 19. № 6, 1966. 3 6.

9. .Лебедев Н. И., Скальская И. II Об одном разложении произвол!.пой функции 
в интеграл пи сферическим функциям. ПММ, т. 30, 1966, 252 258.

10. Титчмирт Е. Введение в теорию интегралом Фурье. Гостсхиздат, М-, 1948.
11. Рапопорт И. М. Об одном классе сингулярных интегральных урмнеиий. Докл. 

АН СССР. т. 59. № 8, 1948. 1403—1406.
12. Г ахов Ф. Д. Краевые задачи. Физматгиэ, М., 1963.
13. Абрамян Б. Л., Арутюнян Н- X. Кручение упругих тел. Фиэматгиз, М., 1963.
14. Журина М. И. а Кармазина _Л. Н. Таблицы функций Лежандра. Изд. АН СССР, 

М., 1962.

Ч


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

