
IJIJ2 ЧФЗПЬГНЛ М.ЪЬГ!՛ IMiUlbirblkKh Sb'lbhaw 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
1ПЦи11|Гф1|И1 XX, № 5. 1967 Механика

Л. А МОВСИСЯН

ТЕМПЕРАТУРНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ ПЕРЕМЕННОЙ ДЛИНЫ

11усть тонкая упругая цилиндрическая оболочка толщиной п и 
радиусом А’ находится и нестационарном температурном иоле. Пред­
положим, что длина оболочки со временем изменяется по заданному 
закону и граничные условия как для температурной задачи, так и для 
задачи колебания оболочки задаются на концах изменяющихся сторон.

Если принять линейную зависимость распределения тепла по 
толщине оболочки, как обычно делается п теории оболочек,

'Г 7՝. (х, у, I) ь гС (х, у, t) (1.1)

то 7Й к f՛, как известно 11J, должны удовлетворять следующим урав­
нениям теплопроводности:

— 'о -- \ J • J—/ \
01 Л" '>hcp yhcp '-'he;,

м.. ' . А’ц I биг—Т-) (1?)
(>t R՜ \ 7r y/ic;, /

Здесь с՝,- удельная теплоемкость, •> плотность материала, 
. коэффициент теплопроводности, у плотность тепловых источни­
ков, k — коэффициент теплопередачи поверхности тела, 7՛ , 7' —тем-

пературы наружной и внутренней среды, /. — коэффициент тем-

псратуропроводности, х, у — безразмерные координаты: соответственно 
безразмерная длина образующей, т. е. отношение истинной длины обра­
зующей к радиусу оболочки и центральный угол, отсчитываемый от 
некоторой начальной образующей, / время,

4» ֊֊, -г-՛- (1.4)
Ох' Оу

Л 2

7 плотность тепловых источников.
Услопия теплообмена 

Ох&
А-(7'о- Т ) -О, -4-^(0-О,) О

Ох
(1.5)

должны быть поставлены на торцах оболочки х —0 и х /(/).
В (1.5) 7\ и г՛ средняя температура к температурный градиент 

на торцах оболочки.



Температурная задаче для цилиндрической оболочки 29

Соотношения упругости теории цилиндрических оболочек с уче­
том (1.1) будут

Г/,
Т։=-^-։[«։ + «։-а(1 -ЧГ.1. М, —Жх. + п, ։(Ц-?)5]

1 — г

Т-: - ;----- ;|>2-М*։ -*(1֊Н') 'ЛЛ М = ֊ /9 К - ->(1 - *)&] (1.6)
1 >-

£Л 
-----------

2(14֊
Н й{\ 7)Т, /)֊ -

12(1 —V2)

им соответствуют следующие уравнения движения:

д-и , 1 — ^д2и 1 и- ՝* д2р 1(1 ,)й-7՞ 1 — 
£дх- 2 Оу- 2 охОу дх оГ-

1 4֊ V д2и д2-^ 1 — ՝/ б2о Оги = 1(1

1 V

ду Е оГ-
(1.7)

2 Охду Оу- 2 Ох-

ди ди
՝?---- -------------- с”А‘Д-?։>

Ох оу ЕЬ 1 ' 1 0^

+ »(1 4֊<)/?Г0 яЛе(1
12

21 д֊-0։ cյ = /г/12£-

Пренебрегая в первых двух уравнениях инерционными членами, 
представим систему (1.7) в виде одного уравнения относительно пере­
мещения «։, как сделано это Доннеллом н случае задачи устойчивости. 
Из первых двух уравнений легко получить

. л . .. Ой* < ■' х<1 .. () „
А-Д’и =---------- , •'------  х(1 4-V)/е — Д-Го

ОхОу- Ох՝ Ох
(1.8)

А=А=и֊ ֊’“՛ 12 (֊7) Й’”֊ +,(1 ,)Л?Аа=Г,
Оу3 Ох-Оу Оу

Подвергая третье уравнение (1.7) операции Д ’А֊' и учитывая (1.8), 
окончательно получим

Д'-А-’Д-’Д2«. - —-°՝г0 = й—’^4-
са с/х’ [) \ д։Ч

я£г (1 V) Д2ДгД20 — -А~ и — — Д2Га (1.9)
с- дх-

Уравнение (1.9) описывает колебания оболочки изгибного типа, т. е. 
колебания с частотами, имеющими порядок собственных частот нормаль­
ных колебаний, но малых по сравнению с собственными частотами 
та н ген циаль н ых кол е ба н и й.
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При решении уравнений (1.8), (1.9), так же, как и при решении 
уравнений теплопередачи (1.2) и (1.3), граничные условия должны 
быть поставлены на торцах переменной длины х — 0 и л՜ —/(/).

2. Уравнения (1.2), (1.3) и (1.9) решаются методом Галеркина. 
Ищем их решения в виде

Г„- 2^,(0 Х!.։>[х, 1(1)] г!"(у) 
т, п

6 /(«)] гГ(г/) (2.1)
171. П

«■ = /«)] Н3’(,у)
т. п

Заметим, что функции Л™', в отличие от обычных случаев (когда 
длина оболочки постоянная), должны зависеть от /. Кстати, в каче­
стве этих функций можно брать обычные (например, балочные), только 
в их выражениях длина оболочки должна быть Заменена через / (/).

Применяя метод Галеркина (интегрирование по х производится 
в интервале 0 <’ л՛ -< I (/)) и оставляя только канонические члены для 
неизвестных %,я, ?г,.։п и будем иметь

Л (0 (7Г 4- А (/) б/пл --  (Ппл (2.2)

сП
+ /, (0 = Лй (2.3)

^ + 1.(1) Ф=-֊| /иол, (2.4)

Здесь введены следующие обозначения:

40 >0
/, (/) - (

п 0

Г Г(с7/ <1Хт 7. д2гу(1)гп>1 

о ։>

+ — х£'у1'} х^у!" <ыя 
{>НС;,

\!) У’
/,։/)- [ \(Х1֊'у]У^)Чхс1у 

в 0
40 у.

/։(0 = (К уГ~ £д=иГ г"4։+
л V՛ !<« <11 К՜
։> и
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4М х? гг] ха՝у\՝՝<1х<1у

кп у.

4(0 = ДгА’|Л^)П”|^3‘ Н31<Л<у (2.5)

4(0
КО у.

2;^,< ֊ ■ |А’А։ ^^֊гГ’|хД“У'Л/*«4? 
и о

г Д’Д’Д-Д’ »

р/^< <Л/
-[Г-вё^

(1Х$' и(Э)
<// *

Ь-^ЛГ.!,1’ а, 
с3 с/х՜4՛ Тп

\х£'У^<1хЛу

12<2г
р/?сг

֊֊<Т
^П’Ср

Т.) Х^У^ЛхЛу

/.- (3) I тп 3(1 - Ч Я*ДгД2Д֊$ —

(1 - у;)
Ох՝

Хк" У?'<Ыу

Задачу можно считать։ хотя бы принципиально решённой. Уравнения 
(2.2) и (2.3) интегрируются просто, а (2-4) можно интегрировать 
только приближенно. В частности, если и течение одного периода коле­
баний длина оболочки меняется не сильно, то можно применить метод 
асимптотического интегрирования [2].

3. Рассмотрим одну простую одномерную задачу, для которой 
удается получить точное решение. Помимо того, что эта задача имеет 
самостоятельный интерес, она может служить некоторых։ эталоном 
для упрощения задач в общей постановке. Дело и том, что передача 
тепла из одного участка тела н другой происходит очень медленно и, 
если нестационарное™ температурной задачи связана только с изме­
нением длины оболочки, то при быстром изменении ее темпера­
тура нс успеет передаться на другие сечения. Поэтому можно рассма­
тривать такую задачу как стационарную. Для упругой задачи, наобо­
рот, если скорость изменения длины мала и отсутствуют начальные 
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отклонения, скорость отклонения и поверхностные силы, то эту часть 
задачи можно рассматривать как кназистаткческую, и время изменения 
длины войдет в расчетные величины как параметр.

Пусть имеется полубесконечная цилиндрическая оболочка, кото­
рую будем рассматривать как стержень. Темпер »туру по толщине 
стержня примем постоянной Т 'Г(хД), стержень՛ — свободным от 
тепловых источников (() — 0) и примем также, что отсутствует пере­
дача тепла через поверхность стержня (к 0).

Уравнение теплопроводности в этом случае из (1.2) будет

Ь- '> Т 0 (3.1)
<// ох'-

Здесь л' — расстояние точки, 6 1
Пусть стержень, начиная с момента ( 0. укорачивается с постояв

ной скоростью 2С и задана температурная функция Т = 7\(/) в этих 
же меняющихся сечениях. Начальное и краевое условия для (3.1) дол­
жны быть поставлены в виде

7՞— Г. (л) при / 0 3 2«
Т 7\(/) при х 2С7

Уравнение продольного движения стержня • оболочки из (1.7) будет

(Г-и 1 (Ри . аТ 9<Г — • а /֊ (3.3 )
Ох* а: др дх

с начальными и краевым условиями, соответственно, 

п=-/(х) и — ~(х) при / ~ 0 (3.4)
01

и -(/) при х=2С7 (3.5)

Относительно функций Тх{х\ /(х) и ?(х) предполагается, что они 
обеспечивают ограниченность на бесконечности функций Т(х,I) и 
п {х, <).

Преобразуем .3.1) (3.5), введя вместо х новую координату

(/ х 2С(

Тогда будем иметь

(ТТ
—; 1՜ 2&С — - 6։ дТ 0 (3.1')
оу (Н

Т тх (//) при ( 0 (3.2 )
Т 7՞.;/) при У 0

«г 4С<" 4С^- д:ц . (г Т 
ча՛----- (3.3')

оу дР ду
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и = /(/А ~ = ?(у)-2С/'(у) при /—О (3.4')

и— Ъ(С) при у = 0 (3.5')
Применяя одностороннее преобразование Лапласа к уравнениям 

»3.1') и (3.3՜) с учетом (3.2՜) и (3.4'), получим

— + 2Ь-С <1Т-- Ь-рТ= - & Г, (у) (3.6)
оу~ ду

(аг - 4Ср ֊ -р!й = Ф (р, у) (3.7)
<։у‘ ау 

где 
м «л

~т = I Те~рШ, и = ( иет^И

о о
(3.8)

Ф(р. у^^֊^2СГ֊р{֊^
<*У

Решения уравнений (3.6) и (3.7) будут

Г=^е*'>- 4- спек,у---------- ---- ! (' Л (;) [е (/= (3.9)
К—кг I.1

О
у

к — с3е*։У — с4е*։>՛ 4-----:— (*Ф (р, ;) [е*‘О'_О — ]<£ (3.10)
2ра I

Здесь

1сх = - Ь*С [1 4- Г1 - р'6֊’С2|, кп = Ь2С[1 — /1 - Р!Ь֊С2]
(3.11)

ь в_____ Т’____= __Р__________
3 а 2С 4 а4֊2С

Для постоянных интегрирования с учетом (3.2') и (3.5') получимI с^сг=Т.г(р) (312)

Сз 4- С4 = •■}> (р)
где Т2(р) и 4 (?) ~ преобразования функций и 4(0 соответ­
ственно.

Два других условия для определения постоянных интегрирования 
дают условия ограниченности Т и и на бесконечности.

Имея Т и и, температурную функцию Т и перемещение н, опре­
деляем обратным преобразованием

а + 1« а+-7.»
Т = ( Тер1(1р и п = ^-7 || иер:с1р

ч — с—I»
.3 Ияаестия АН АрмССР, Механика, № 5

(3.13)
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В частном случае, когда 7\(х) = 0 и /■.(/) = Т6, для с, получаем зна­
чения

с, = Д с. — О (3.14)

Из (3.8) в силу (3.9), (3.11) и (3.14) имеем

■>+<«
Т = -֊°- С (315)

2՜/,! р
Л—( ж

Подынтегральная функция имеет иолюс в точке р — 0 и точку ветвле­
ния в р — —Ь"С~. Для подсчета интеграла (3.15) возьмем этот же 
интеграл по замкнутому контуру Ь (фиг. 1), воспользуемся теоремой 
Коши, и леммой Жордана.

Окончательно будем иметь

Г= е | - ~'5’П ( \Ь!> <1г (3.16)
“ г 4֊ Ь~С՝ 

с

Интеграл (3.15) можно взять еще иначе, если воспользоваться теоре­
мами [3] операционного исчисления, тогда он выразится через табули­
рованную функцию

Я|(։) = 1-ёгЦ։), сг( (г) = ֊= (3.18)

В частном случае, когда отсутствует движение края (С —0), из- 
(3.16) или (3.17) получится известный результат [3].
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Для решения упругой части задачи предположим, например, 
У(х)=?(х) 0(/) 0. Тогда с учетом (3.12), (3.15) и условия конеч­
ности и в бесконечности для с, и с։ получим

€-ис^0 е=-֊^_________ 1 1 □ ________(319)
* ’ 4 ’ ՝ р- 1 - ] 1 +р№С'+р;1гС(а • 2С)

Таким образом, для изображающей функции и(р, у) из (3.10), (3.19) 
будем иметь

у_______________________ 1 Н I - ___________
[1- 2С)-а2с 1'а‘с2֊ ь-Р\

—д’СХ I 4- Г I +А'*,С’)У о 1 /.ч Ал՝
X е е-^!п 3< | (3.20)

Подставляя (3.20) в (3.13) и беря контурный интеграл по Л (фиг. 1) 
для и (у, /), окончательно получим

а<?7’0 I е֊*'('У , е֊^ Г с-и
а֊-4С՝\ 2УС ՛ « J(x | :(х))(6гх + ^(х)>

— е *’*• cos хX b J х ( е ֊ 1г (х

4՜ bz sin х

4՜

(3.21)

где
С-'6֊4-аС6-

а 4֊ 2а С а ֊ 2С
(3.22)

4. Очень простое решение температурной задачи получается в 
случае, когда полубесконечный стержень укорачивается в виде

x=CVt (4.1)

и заданы следующие начальное и краевое условия:

Т /1 = const при t 0 и Г В = const при х — С| / (4.2)

В этом случае введением повой переменной

у = х!С\Ч (4.3)

уравнение (3.1) преобразуется к виду
dzT ЬЮ֊ dT л ....-----------------у------— 0 (4.4)
dif 2 dy
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Решение (4.4) будет

7՞ = Cj erf (z) 4- <-շ,
ЬС
ТУ <4.5)

Удовлетворив условиям (4.2), для Т окончательно будем иметь

Институт математики и механики 
АН АрмССР Поступила 12 [ 1967

է. Ա. ՄՈՎՍՒԱՅԱՆ

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅԱՆ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐԸ

Ա մ «ի ո փ ո ։ մ

Ւիւոարկվում Է ջերմալին դաշտում դւոնվոդ դլանալին թաղանթի տա֊ 
սլ ան ո և րր ւ Թաղանթի ե րկա րութ լունր մ ամանակի ընթացքում փոփոխվում 
Լ- տված օրենքով; Սահմանալին պա լմ ան'1էե ր ր դրվում են փոփոխվող եդ- 
րև րոէ մ ։

Ջերմտհտդորդակտնութ  լան (1,2Լ ( է ,3 / և ս։ in տանու1էևերի I I ) հւովա- 
ո ա ր ո լ՝մե ե ր ր Գա/ լորկինի մեթոդով րերվու մ է աւվո րական դիֆերենցիալ հա­
վա ո ա րո ։.մհ ե րի է

Տրված է կիստանվերջ ձոդ-թադանթի երկայնական ու tn տ անումնհրի 
ճշդրիա լուծումը, երր նրա եդրր հավասարաչափ արադութ լամ ր շսրրմվում 
է և և դրում էլ սւված է Կաստասւուն շերմութ լուն ։

L. A. MOVSISIAN

THE HEAT PROBLEM FOR CYLINDRICAL SHELLS 
OF VARIABLE LENGTH

Summer у

The vibrations of cylindrical shells in a temperature field are consi­
dered, when their length is a function of time.

The equations of conduction of heat (1.2), (1.3) and equations of 
vibrations (1.7) are solved by the method of Galerkin.

The exact solution of the problem of longitudinal vibrations 
for semi-infinite rod-shell is given when its edge uniformly moves and' 
the constant temperature al this edge is known.
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