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Г. Е. БАГДАСАРЯН, М. В. БЕЛУБЕКЯН

ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Рассматриваются осесимметричные колебания упругой цилиндричес
кой оболочки бесконечной длины, изготовленной из материала с конеч
ной постоянной электропроводностью при наличии продольного магнит
ного ноля. Магнитные и диэлектрические проницаемости оболочки при
нимаются равными единице.

Совместным решением уравнений Максвелла и уравнения движе
ния оболочки определяются индуцированное электромагнитное поле и 
частота колебаний оболочки в зависимости от интенсивности заданного 
магнитного поля и проводимости материала оболочки.

1. Введем цилиндрическую систему координат г, / г, совместив 
полярную ось л- с осью оболочки. Вектор напряженности магнитного 
поля Н(, направлен вдоль оси х.

В отношении тонкой пологой оболочки принимается гипотеза не- 
деформ иру ем. ы х и о рма л е Й.

В силу принятых предположений для рассматриваемой задачи полу
чаются следующие исходные уравнения:

уравнения магнито-упругости оболочки |1]

. Тг 4-з 1 - г\ 1 0Е
rot H \Е —V • 77)

с X с } с (Н
(1.1)

rot Е =----- ' div H = О
с (П

уравнение движения оболочки [2]

- -—w x 2th—--Z (d~ —\ (1.2l
A՛' dt- \ 3(1֊/)/

Здесь H и E векторы напряженностей магнитного и электричес
кого полей, V — вектор скорости перемещения частиц оболочки, з — про
водимость материала оболочки, с скорость света в пустоте, 2А тол
щина, R радиус, Е - модуль упругости, «• прогиб, р - коэффи
циент Пуассона, ;> плотность материала оболочки, Z—нормальная 
внешняя нагрузка, приложенная к срединной поверхности оболочки

R'4- h
Z F Jr (1.3)

(И J
R-f!
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В выражении (1.3) = коэффициент линейного затухания, /7 — нор
мальная составляющая пондермоторной силы, которая имеет вид [1]

F ?-(e + (’.4)
С \ с /

Уравнения электродинамики для вакуума |1] имеют вид

rotH1” — ֊֊֊. rotf’"’֊ ■ —- (п=1,2) (1.5)
с at с at

где индекс а I относится к области г R А (внутренняя область), 
а п = 2 к области г R h (внешняя область).

Предполагая, что возмущения малы, принимая //—Нс֊(-Л и 
линеаризируя исходные уравнения (1.1) и (1.4), после некоторых 
преобразований для осесимметричной задачи получим

ААХ- 1 a°-h.r 4rc аьг _ 4t.zHq 1 aw
с՝ д(- с° at с2 г at

1 <?Е:
---- Г-0 
С

dhr ahx dw
(1.6)

с at дх аг с? at

1 dfh = 
с (И дх

f, . Ei\
с ■ с at /

Уравнения, определяющие A.'", hr 1 и Е՛ , имеют вид

ДМ՝> - 1с- at- ֊°. с at
osl'" 
ах

(1.8)
1 дЕ1՛" _ ЙЛ'"1 дкГ
с at ах дг

Решения систем (1.6) и (1.8) должны удовлетворять следующим 
общим граничным условиям на колеблющихся поверхностях оболочки:

Аг— Л'", Аг = А'/\ Еь Еъ' 1 при г -•= /?— А
(1.9)

Лх ֊ ь';', л, ֊ М’1, е при г к + л

2. Решения уравнений (1.2), (1.6) и (1.8) будем искать н виде волн, 
распространяющихся вдоль оболочки

W - а'ое1'"' (2.D

Ax =/(ru'։ л՛;՛1 л (г)

Л, jlr)e"*w, АГ’ = !-ад (2.2)

z (г) е" '՜10, (г) е" '■ ‘ '
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Здесь все функции от г являются неизвестными и подлежат опре
делению, к = “ / волновое число, >• длина полуволны, частота 
колебаний.

Подставляя (2.1) и (2.2) в системы (1.6) и (1.8), получим уравне
ния, определяющие указанные неизвестные функции

/"(')+- Г (г)~>7(г) А^֊
1 . г (2-3)

/п(г) —֊/„ (г) — Ч/Я(г) - О

?(г) =---- [/'(г)֊ Аи>0 ]. -?(г) — ~ф(г)
։ (2.4)

(г) =---- ^7 /Аг), (г) »---- — ъп (г)
с։4 <•>

где

^ = 4--—, = -р А.. —, А
С- С‘ с՜

I !рикимается, что И-/<-2 1 ( V = — фазовая скорость распрос
транения упругих волн). Тогда решения уравнений (2.3) представляются 
в виде 

/ (г) = Сх1и (>г> 4՜ СгХ'0(чг) Лш0 | [/0 Ьг) К(. (՝*я) — К ։ ՝<г) /0 (*$)]
Л-А

(2.5)
/Дг) = СГЧ(’>г)+

где /0 и Л'<, — модифицированные функции Бесселя .нулевого порядка.
Известно, что функция Л'о в начале координат имеет особенность, 

а функция /п неограниченно возрастает при г —ос, поэтому следует 
положить С՞՛ С? — 0. Удовлетворяя граничным условиям Н.!՛), опре
деляем остальные постоянные интегрирования и, следовательно, со
гласно (2.2), (2.4) и (2.5), интересующие пас величины Л-, /Л . 
ЛГ՛. Е<< "՛. Выражения постоянных интегрирования . указанных величин 
ввиду громоздкости здесь не приводятся.

В случае, когда 1 (тогда и | •< X 1), можно применить
асимптотические формулы функций Бесселя. Выражения -ля п . стояинь: « 
интегрирования существенно упрощаются и принимаю՜ гид

С‘ ------5—--------  -!2*/г(Ч։Ь-А I
■< ՝ 2v/? ՛ (՝?- ՝о)5112^Л 2‘>¥1с112՝/Л

*՝»։еЬ։'Л) ( ■') | V, $Ь 2 '»к (сЬ ‘2 'А — 1 11 е' ■ ' щ,
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А 1
а - (2 ) ՛ ————-֊—֊—— — {ък (V- яь -|-

к (у- V}) яЬ 2 >/|-г 2-'*։ сЬ 2-'/| 1

•/>! с!1 ՝>/}) (у, '4 I'*։ зЬ 2>Л ֊-у (сЬ 2 чЬ — 1)] е "՛} е'А'«'о

С|" -4/ЖУ'- ■ гтгй-гт-я-----ПГТ -
у- \ 2И ! \՝г - ՝>-) яЬ 2уЛ 4- 2 у>։ сЬ 2 ՝>Ь

4֊ V՝*։ сЬ >Л) .41 уЬ4֊ 2>1 [у։ вЬ ЪК у (сЬ 2 >Л — 1) |} е * •՛<л'՜ ՛ *:е0 (2.6)

Сг -/֊(гЛе) (-Л —^)вь2»л । 2«,сЬ2>л
»1 сЬ >Л) $Ь V/? 2*։ [ *։ яп2 уА -- ' (сЬ 2> А I)] е՝՛1*’ ,:!гп(|

Таким образом, имея в виду соотношения (2.2), (2.4) (2.6),
индуцированное электромагнитное поле, обусловленное, возмущенным 
движением оболочки, можно считать определенным. В свою очередь 
электромагнитное поле вызывает дополнительную нагрузку, действую
щую на оболочку, которая определяется формулой (1.7). Подставляя 
значение Е՝> в (1.7) и используя (1.3). для суммарной поперечной 
нагрузки найдем следующее выражение:

2?А
рс֊

1 -|- 1՝՝>
8ха (•#, .яЬ »К - •» сЬ *Л) зЬ 41  | 

<.•'■•'•'>/1 I7' : '4) ХЬ 2 7А : 2у71 <^Ь 2^/։ [ <7/
(2.7)

3. Переходим к решению уравнения движения оболочки. Подста
новка (2.7) в (1.2) е учетом (2.1) приводит к следующему характерис
тическому уравнению для определения частоты колебаний:

ьс- V-
. 8~г (у, я 11 у/1 4՜ у сЬ 'к) ьЬ уА  | _ <>а _ л
{ ' с՛ <՝'2 У|)я112уА | 2уу1сЬ2уЛ ’

(3.1)

где

О.
2г.Л рА>г

— квадрат частоты собственных осесимметричных колебаний в отсут
ствии магнитного поля.

В случае, когда материал оболочки идеально проводящий'!> — ос), 
уравнение (3.1) существенно упрощается и принимает вид

Н:^
4՜?

О<„•֊■ ,чч„ _ и (3.2)
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Принимая И՝ с‘ 1 и пренебрегая демпфированием (^ 0), из (3.2) 
получим частоту собственных колебаний оболочки п зависимости от 
напряженности магнитного поля

(3.3)

На фиг. 1 и 2 представлены графики зависимостей частоты коле
баний (Rew) и величины, характеризующей затухание колебаний 
(1т<*>) от параметров > и ? при а 0. Параметр • — 4~2s c"k: харак
теризует проводимость материала оболочки, а параметр? к (X-i- 
+ £Л) 4”p/i'-2- характеризует напряженность заданного магнитного
поля. Оказывается, что при больших л влияние проводимости па час
тоту колебаний незначительно. Поэтому на фиг. 1 приведена лишь одна 
кривая (/ = 10), которая показывает, что с увеличением напряжен
ности магнитного поля частота колебаний увеличивается.

Из фиг. ‘2 видно, что при возрастании параметра ? усиливается 
затухающее действие магнитного поля. С увеличением же проводимости 
материала оболочки коэффициент затухания вначале увеличивается, 
достигая максимума для определенного значения ՛, после чего начинает 
уменьшаться и принимает значение нуль для идеально проводящего 
материала (формула (3.3)).

4. Аналогичным образом задача решается и для случая бесконечной 
пластинки. При этом фундаментальными решениями уравнений Макс
велла будут гиперболические функция. Выражения постоянных интегри
рования имеют довольно простой вид, и нет необходимости в оконча
тельных результатах применять асимптотические представления фунда
ментальных функций.

Решения уравнений Максвелла рассматриваемой задачи, после удов
летворения граничным условиям, имеют вид
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Ач яЬ ՝>г 
----------а»,

Е.

Л
. 1кА . , .Л- —------- ։ — (1 — 7 сп ՝>г) ш

1*>А
с՝>՝

где

(1 — 7 сЬ >д) и»

К" = - Л-'яЬ’-'Л ։1, ... АФ А~, ^Ь -Лс.,|(,.,,)ц) (41)

к'" И<А ё^։ л>ад, £>- №4-;,Ь,А с_,.,г_л)ы)

„(I) кА՛; 5.11 '/г Ет _ '?£-г.?ЬЛ е.,.(г_Л>да 
07,

2уг (*! зЬ^А ֊г ^сЬ уЬ)
(>’ 1-у,) зИ 2уЛ 4- 2*у։ сЬ 2уЬ

Используя 0.1), для поперечной нагрузки, действующей на пла
стинку, получаем выражение, полностью совпадающее с (2.7). Следо
вательно, для оболочки за поперечную нагрузку в первом приближе
нии асимптотического представления (' ՝» ՛ R';, 1) можно принять на
грузку, действующую на пластинку.
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G. E. BAGDASARIAN. M. V. BELUBKKIAX

AXISYMMETRIC OSCILLATIONS OE THE CYLINDRICAL 
SHELL IN THE MAGNETIC FIELD

S u m m a r y

Axisymmetric oscillations of a cylindrical shell of an infinite length 
with constant electroconductivity in the presence of the longitudinal mag
netic field are considered.

Induced electromagnetic field and frequency of oscillations of the 
shell are defined.
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