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Г лЕ КИРАКОСЯН

ОБОДНОЙ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ 
УСЕЧЕННО-КОНИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ВРАЩЕНИЯ

В рамках безмоментной теории оболочек [I] рассматривается за
дача о кваэнстатическом равновесии усеченно-конической заьг.шутой 
оболочки вращения при одном режиме сложного нагружения. После 
выяснения »опроса с разгрузке и повторном нагружении, на основа
нии теории течения 12] дается точное решение задачи для определен
ного промежутка времени. Приведен численный пример.

1. Исходные уравнения и соотношения

Рассмотрим усеченно-коническую замкнутую оболочку враще
ния постоянной толщины А. Положение какого-либо Параллельного 
круга срединной поверхности сболочк:: будем определять длиной от
резка по образующей 5, отсчитываемой о. некоторого параллельного 
круга - 0.

Пусть рассматриваемая оболочка свободна ст поверхностных на
грузок (X 7. 0), один край ее ($,. - 0) защемлен, а на другом 
(х; /I действуеч растягивающее вдоль образующих равномерно-рас
пределенное напряжение 7, линейно возрастающее со временем. Бу
дем считать, что напряжение 9 растет от нуля до некоторого значе
ния, при котором в Оболочке существует область упруго-пластических 
деформация, после чего защемляется загруженный край ($։ /) и па-
чинает действовать равномерное внутреннее давление р, опять линейно 
возрос тающее со временем. При этом будем принимать, что растя
гивающее напряжение Ц и внутреннее давление р настолько медленно 
изменяются со временем, что влиянием инерционных членов можно 
пренебречь.

Для краткости задачу о квазистатнческом равновесии рассматри
ваемой оболочки до приложения внутреннего давления р назовем за
дачей упруго-пластического растяжения, а после его приложения 
задачей с внутренним давлением.

Будем исходить из безмоментной теории оболочек [1]. при этом 
принимая за физические соотношения уравнения теории течения упроч
няющего материала ;2{.

В случае двухосного напряженного состояния эти уравнения 
имеют вид:
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при нагружении (г/Г^>0)

^։ = -<л- \Г(Т) С2\֊-^<1Т
Е 3

(1.1)’
-1г(Г)(2?., ^)<1Т

А 3

при разгрузке и нейтральных изменениях на։.ряженного состоя
ния (с? Т 01

“ №) - 7^՜?
Е (1.21

</; —77 (</-.. ’чЛ.)

Здесь (кг, (1՜- и с/-1։ г/-՜. приращения компонент деформации и на
пряжения вдоль образующих и колъи.-вых окружностей срединной по
верхности оболочки, Е и •• — модуль Юнга и коэффициент Пуассона 
материала, 7’ интенсивность касательных напряжений

г--1=-Г=, =;: i 1.3)
'I 3

Для простоты ограничимся случаем линейного упр чиення материала 

Л’(7')=Л0Т (1.4)

(/>. — постоянная, определяемая из опытов).
Из геометрических соотношений, в случае защемления края $ 0, 

для перемещения вдоль образующих к и прогиба оболочки п՛ имеем [1]

и = I -//к, m = -- - и tg Н (1.5)
eos "

Здесь i> угол между образующей конуса и ее осью, г г s sin ■՛ 
расстояние точек ере .инной поверхности до оси оболочки.

Напряжения по образующим -։ и кольцевым окружностям ՛■_ оп
ределяются из интегралов статических ур; .нений безмоментной 
теории оболочек по формулам {!]

.<■
с. — -----1----- ։ г(^еов*> Zsin’OJs С

rh COS i) J
(1.6)

fl COS 1

Так как внешние воздействия па оболочку в нагв-м случ'и? изменяются 
со временем, то фигурирующая в формуле (1.6) неизвестная величина 
интегрирования С будет функцией времени.
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2. Задача упруго-пластического растяжения оболочки

Условия задачи ь лайком случае таковы:

X=Y Z=0 

и (О, i) 0, = O(1 = const, 0 t f,

С учетом (2.1) из 11.6) для напряжений получим

=,(։./) —■ =։(։,0 О
nr cos ՛>

где
С(0 — </0Ar։f cos ։>, (г։ г (/))

С л с до вател ьно,

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

I ак как интенсивность касательных напряжений Т монотонно 
возрастающая функция от $, то область упругс-пластических дефор
маций начнется с конца оболочки 5, / и с течением времени рас
пространится в сторону другого конца 0.

Граница упругой и упруго-пластической областей $п И в произ
вольный момент времени / определится из условия

Т($а, И - Та (2.5)

। Т значение интенсивности касательных напряжений, соответствую
щее пределу упругости материала) н имеет вид

МП ֊Ат (г. ттк') '2;6>83П ՛> ՛ Г 3 /л /

Момент же времен։։ (г. ($), при котором произвольнее кольцевое сече
ние $ ркажётёя границей упругой и упруго-::ла-.,тической областей, 
согласно (2.6) будет

1 Т Т1„ (5) = *---1^ (г0 5 5Ш I)) (2.7)
г։9о

Чтобы оболочка в момент времени С, когда прекращается рост 
растягивающего напряжения </, частично испытывала упруго-влас-: 
веские- деформации, необходимо выполнение нера-енетна

О<5Я(^)</ (2.8)
или, что одно и то же

~~ л,(0<4<М0) 1 3 ---- (2.9>
% 9о^1

Очевидно, ЧТО часть оболочки 0 '■ 5 5.1 (Л ՝ деформируется упруго
сначала ло конца, т. е. при 0 ( Произвольное же сечение $
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остальной части оболочки (/։1 $ / деформируется упруго в про
межутке времени 0<1/<^/Л($), после чего оно испытывает упруго
пластические деформации.

Исходя из вышеизложенного, с учетом (1.1), (1.2), (1.4) и (2.4), 
для деформации вдоль Образующих меж.՛■■ .՝ записать

_9оП t 0 s $,(/> 
£r(s) ’ (О I /п(s))

(2.bJ)

2/<.
27 г >

Sn(t)' s I (frtis) t G)
/2.11)

hr 3 г д

Внеся значения деформации из (2.10) и (2.1 D з первое соот
ношение (1.5), после интегрирования в соответствующих пре/.е. ах для 
перемещения вдоль образующих и получим

3. Задача с внутренним давлением

u(s, Г,;
(։) ’

0 S S; (П .2.12)
E sin ։» r (0 t ttt ($))

„ (s> z) =
Esin U r ‘2՜/ r" sin и

Зг-лл?)

M 
3/3

«֊֊^
Sjn Л'“ 1 з л ’

(2.13:

Si it) s <- /, (Ms) G)

Аналогичным образом определяется и прогиб оболочки п?

w(։,0 In^։- 0 s S.; (fl 2.14)
Е cos ՛» r(s) (0 t • Ms))

и.» (s, t) — —-( 
cos 0 31 3

■ ■------- 1
Er

__ 1 1 n F(-r 1{7ог (г֊Я;Е-3cos 0 1 Е r 27 r֊

'2Е^ / .
----------- =- s sin 

3 I 3 \ ’ —Gi J 
I 3 7’n / i

,2.151

Sn(0 s > I, (Ms) t G)

Пусть в момент времени прекращается рост растягивающего 
напряжения ^(/), защемляется край оболочки. s։ / и начинает дей
ствовать внутреннее давление р, линейно возрастающее со временем 

р(0 = Р'Л{ — G)< Pit const, t f. (3.1>
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Для дайной задач» оболочка предварительно напряжена, причем в 
одной се части 0 s s (/.) реализовано упругое (2.4), (2.10), (2.12). 
(2.14), а и остальной части 5Л<М s / - упруго-пластическое (2.4), 
(2.11), "2.13), (2.15) напряжскнс-дсформированные состояния. Задача 
о квазнстатическом равновесии такой оболочки для L является 
статически неопределимой.

В данном случае (Л = ) = 3, 7 р (/ — £)) из (1.6) для напря
жений -j и - получим

_ г՜* с (о
2гЛ cos ։> г A cos ՛•

.X 13.2)
,, (/>/,)

A cos ։•

Неизвестная икиия ин'гегрщ ՛>: Cfi) должна определяться гз 
условия постоянства повремени значения перемещения вдоль образую
щих « hi краю оболочки s։ - /. С учетом (2.13) это условие имеет вид 

«(/. п-«|С(/)| -&г֊4-1п г" /• ֊ зг՜։֊
fis։r.l> г։ 27 sin И

2Г/Л
3 । 3 sin И

-Р?’-' ֊ ч ) 
I 3 Тп ) и, — const, (/ /։) (3.3)

Однако, лля п-<хо;;дення выражения перемещения и через неизвест
ную функцию С (О нужно определить области дальнейшего нагруже
ния и. разгрузки, появляющиеся вследствие приложения нового воз
действия на оболочку 1 _> ниемл-ние края ,$1 — / и появление '.нутреп- 
него давления р). что предварительно сделать невозможно. В этом и 
заключается вся грудкост:-, решения иоетаилспиой задачи.

Допустим, что после приложения внутреннего давления р во всея 
оболочке в гечение некоторого промежутка времени А/* /4: — /։
происходит прочесе разгрузки или нейтральных изменений напряжен
ного состояния, т. с.

г/ Т 0, 0 в I, (^ I - /ф) (3.4)

(Вопрос о действителгшости 'того предположения будет рассматри
ваться несколько ниже).

В силу (3.4) приращения дг- рормапий выразятся через напряже
ния и их приращения по формулам (1.2՝.

Учитывая |3.2), для приращения де .юрмаиич нд-злв образующих 
г/:, ИЗ (1.2) ПОЛУЧИМ

АТТ֊ .,{2^֊՜ М' <1 2>)г|[л (3.5)
2 £/?/• соз •> I а! I

(0 5 /)
Для выполнения условия (3.3) (условия постоянства перемеще

ния п на краю осолочки /> необходимо, чтобы
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ds . 1, nruwc 
2£А cos 6 J r . I dt

<. !,
Pole 2/)r-| .r//(/s = O

(3.6)
u M

Имея в виду то обстоятельство, что условие (3.6) должно удов
летворяться при любом I - 1и для неизвестной функции интегриро
вания С (/I с учетом *3.5) и (2.3) получим .-.ш;>|| ереи^ияльнос урав
нение

dC р.,(1 2'Нг .-.)
Л 2 + '

4 In
И

3.7)О М

с начальным условием

Следовательно.

С (t) - fahrdi cos •>

C’(G) ֊УоЛгр1! cos •՛

» r* (1 —2v)i'r֊ r|J
I 2 4 In r°

(t ■■ Л)

Л)
(3.9)

Нахождением неизвестной функции интегрирования (3.9) фактически 
завершается решение задачи с внутренним давлением п предположе
нии (3.4).

С помощью (3.2), (3.9). '1.2 , (2.12) (2.15) для напряжений и 
перемещений оболочки получим

’1(։, <) = ֊։'‘ —-----  J2r:lnr"-(1 2/)(r- r;)i
4 rA cos iHn — ՛ Л ՛

Г’ (3.101

(0 $л(/։))

3a(s, D
h CQS Ii

(0 s i)

u(s. t) = -^2- 
Еsin ։>

In Гс pjl 2>l(f л>
(/■֊ л = 11п Г(1 

r։r 2£As: ■12ilia <2-

и (5, о = ֊՝֊ - In — 
£sin I г 27 г* sin ;i

Зг- /।

‘ .• г/АЛ
31- 3 sin?> " । 3 Г.

< Известия АН АрмССР, Me.xai.nx:։, .\v 5
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|(Г г)|пА_(г-ф1п^

2£7»$։п2Ь1п ’ Гх
г\

(лИ/։)<5 /)

i3.il)

*(«. 0 = ----- Нзг4-
' / 4£АсогО|п֊^ 1

(1 2,>г/цп_^ . (1_2,)^_|П^И.-_Г?)1

(О ։<։.(«,))

и'(։ О ֊֊г I —'-Ь ___ /МАУ
соз 'л 13 /3 Ег 27 ՝ г )

֊ ~֊֊1П Г7 (3.12)
соя) А г 2/ г-

25 2^
з । з

($ $1П '• г,<л/ X Ьг ■
I-’7»/ 4£Лео8=и1п֊^ 1

(I 2Чг?|1п г‘ (1 -1п-^)(г--г;)|

(5,ч(/։) $ /)

Покажем, что после приложения внутреннего давления р на самом 
деле- существует некоторый промежуток времени А^., — — /г, в те
чение которого во всей оболочке происходит процесс разгрузки или 
нейтральных изменений напряженного состояния.

Условие отсутствия нагружения, с учетом (1.3) и (3.2). примет 
нид

I Зг։) 2а,г; (/-/,) 4С^֊ 2А.г-С 0
! с! г 11 с

Из этого условия с помощью (3.9) получим

А/ /
1 2') (г. П)со§'>|п -') 

_ 

(3.13)

(3.14)
(1-2<М/--г;г

Как 
для

нетрудно заметить, сиое наименьшее значение А/ принимает 
края оболочки * ֊-- 0 (при г - г ). 11озтому из (3.14) для про

дол:։: и юл» но՛. :։ процесса разгрузки или нейтральных изменений на-, 
пряженного состояния всей оболочки А/,, получим
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49^/-,/, (1 — 2-՛) (г; г\) со® !11п — -
дг _ __________________ ________ _________ Г։

/Л. 12г‘( 1п Г( )’ (1 20֊(>:
(3.15)

Если материал оболочки сжимаем в упругой стадии деформирования 
(> < 0.5), то Д/.:>0, т. е. после приложения внутреннего давления ;> 
но всей оболочке может происходить процесс разгрузки или ней
тральных изменений напряженного состояния, что невозможно (А/ 0)
при несжимаемости материала.

После истечения промежутка времени А/л в дальнейшем возни
кает область повторного Нагружения оболочки. На основании (3.24) 
она начнется с одного конца 5 0 и с течением времени (с возра
станием давления р ( /)) распространится в сторону другого конца обо
лочки х — I. Повторное нагружение до некоторого определение о 
уровня напряженного состояния является упругим. При атом для 
части 0 где оболочка до этого деформировалась только
упруго, повторное нагружение будет упругим не только до прежнего 
уровня напряженного состояния /’(х, /,)< ТГ։, но и дальше, до пре
дела упругости материала Л- В остальной же части, где оболочка 
при первоначальном нагружении (0 I - испытывала упруго-пласти
ческие деформации, процесс повторного нагружения будет упругим 
.V-' прежнего уровня напряженного состояния 7՜($, /,) . Тп. Следова
тельно, для всея оболочки целиком повторное нагружение будет уп
ругим до того момента времени ( , при котором где-нибудь в обо
лочке впервые удовлетворяется одно из следующих двух условий:

'Г($, /) Тп О < х х-| (/։) (3.16)

Т(.ч, /) Т {$, /։) Тг. $-< I (3.17)

С учетом (1.3), (3.2) и (3.9) из (3.16) относительно промежутка 
времени А/, - в течение которого повторное нагружение для
части оболочки 0 <■ х $•. П։) ’будет упругим, получим следующее ква
дратное уравнение:

Й и 2>)Чг՝'-г’Г + 12(г(; (Ц)г֊

“ Зр09(| (1 2>»Лг,/։ (г; Г*՛) сок ։՝ 1п— Д/,

16 /г сое՜ :• ( 1п — ) [<?,' г\ /}—3 Тп (гу х.,. 5»л ՝՝•)*] О 
\ г, /

(3.18)

В этом уравнении под $$ следует понимать расстояние от края рас
сматриваемой части оболочки х — 0 по образующей той кольцевой 
окружности, для которой А/։ получает наименьшее положительное зна
чение. Иными словами, я* определяет точки, в которых путем пов- 
4*
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торного нагружения оболочки впервые достигается предел упругости 
материала 7\.

С помощью (1.3), (2.4), (3.-2) и (3.9։ из условия (3.17) для наи
большего промежутка времени -•/ /7 б. в течение которого пов
торное нагружение части оболочки 5;:(^) а / будет упругим, по
лучим

(1 2>) (г; — гf) cos In —
A/.. ----------------------------------------------------------------

Ро 9.1/։'( 1п — ) О 2՝И (г
3 /-Т V /։1 /

(3.19)

Отметим, что интенсивность касательных напряжений своего 
прежнего значения впервые достигает при $ ֊ $,.(/,), т. е. повторное 
нагружение неупругий характер впервые получает на той кольце։՝..՛? 
окружности, которая в конце первоначального нагружения / раз
деляла упругую и упруго-пластическую области оболочки.

Согласно вышеизложенным рассуждениям, промежутком упругого 
характера процесса повторного нагружения для всей оболочки 
будет наименьшее из значений А/, и ±1., т. е.

ДГ = min ( ) (3.20)

Решения задачи с внутренним давлением (3.10) (3.12), найден
ные для промежутка времени t t} и течение которого во 
всей оболочке происходил упругий процесс процесс разгрузки, рас- 
пространимы я па случай упругого повторного нагружения. Это оче
видно, так как в обоих утих случаях приращении деформаций оыра- 
жаются через приращения напряжений одинаковыми соотношениями 
упругости (1.2).

Таким образом, решения (3.10) (3.12) справедливы для любого 
/, находящегося в интервале

tx <'t ' tx - № (3.21)

4. Численный пример

Для иллюстрации рассмотрим следующий численный пример. 
Пусть

И = 3 см, / 200 см, г, = 89 с.н, г- 50 см

£=2-10’« ыг, V 0.25, Г« = 0.5 10-|’֊!7 (4.1)
кг

ТГ; — 1000 К1СМ1 ------ ---- ՛ Рб =0.1 - -- —----
СМ'МИН САГМПП

Допустим, что рост растягивающего напряжения 9(0 продлился 
до того момента времени г։, при котором напряженно-деформирован



Упруги-плпст .‘ческан задача ус<>’’еШ1Г'-номнчсскоЙ оио.чо 1КЯ 53

ное состояние половины оболочки перешло границу упругости мате
риала. Тогда с учете՝.։ (4.1) из (2.7) и (3.15) получим

/. /.,■ ( ~ ) — 7.252 мин — 37.53 час
(4.2)

&{* 108 мин — 1.8 час

Нетрудно убедиться ։։ том, что положительный корень квадратного 
уравнения (3.18)

[3.8025 2651 10 "г4(х)]Р/:)':- 244903/, 39.43-10’—9334 г2 ($) =0

свое наименьшее значение получает на границе раздела 

упруго-пластической областей оболочки при / — /, ( т. е. $А 

и совпадает со значением След она тельно,

упругой и
/
2

, что

— 479 мин 7.99 час (4.3)

Таким образом, в рассмотренном конкретном случае промежуток 
времени (3.21), для которого решения задачи с внутренним давлением 
(3.10) -(3.12) справедливы, будет

37.53 час < / 45.52 час (4.4)

Этот промежуток намного шире, 
нейтральных изменений напряже .н то 
+ ֊

ем промежуток разгрузки или 
состояния оболочки /, / /|

37.53 час / 39.33 час

Институт математики и механики 
АН Армянском ССР Поступила 17 XI 1966

О. И. Ш*1*11.Ч1|119№

Л$11ЛГ ։И1Ъ1и։и.Ъ и.П-и<1։'Мк-։Т||.11.118Ь»11МНкЪ
1П՛ ЬЪ'ИФ

Н. П ф и ф и । и

!'''шг]иА1 рЪЬи/ЪЛпЛ 1Л ч/ т1. игч.{&рч'и £р?чА1 шф/Ъ рчс// л ч/р!р[пчГ I;

ирпт։!шЪ 'мтпшЛ 1рАич1рч'ч !■}шпт'и[<}/г *1 [г ,г>ш'»чи^/ч ич/р ч^/^цпг.^ {нА/

^Лц^рр р<чр>( ркп1ии<[п р ։/ чА/ чкчгЬрч! г] /, л] рД Н' ш /у шЪ р шципп

1/ш/у£<р£|/г«рЬлЪ/, р/и/ (X } X ~ 0) Ь//Ш </ /> Лш^рр (5(։ ; 0) чи/рч։^֊ 

[’ч// ,4144։ 1Г (5^ — /) члр^/ч Л 1։ ^*11 £!/> ։ч // г] п рч I/ р ^^4// \и1։1ч1-

чшрч/^шф рш^и^шд у рчргчкГ, "рр Ч,'> 41 ^14рЫ/ ш£псг/ /, рчч/

4՛ чр >чр/ рчрпи/р ш(.пи! 1՛՛^пРп^-4А 1//р</ к р,
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"(•{l qftUf pnnf fd airjuibffi nt if uinutfUibniiJ՛ А и rr in Aq ш ■ Of fin n in ft If in If ill'll q h ifi n (uf nr - 

if fun'll fl pfi infiftm fff , t'pftq 'thinn ••։ if jiiuliqifni if $, — / /"//'/' Л (fft pinntfni if

<! in if iii'li nilffi fAi/J wg pni if jini f'bujbn q&ш firn pit'll nninq 'liLftjiftfa p H'lt^ntifl ll'li֊ 

fit tug ftifnt il f . lift Aifnif (f fuiptttlfft li p ifb’niifp lit fh pin’ll q in'tiq intf li'b iit&nl if 

[llllll tf Ilf if Ill'll int/p . It ft If III ft fl f fl \ [t'ljll rttfftrrll in'll If 1П I fl th ft'll III flSlll if UI fl'lh fl '^lllfllflll- 

ft ill'll h fitif fl Ln'li 111 !<f tn ift J ill'll /< inn tiiAtfinffUill »('Л fill! fl fin'll in if n fti f ill'll '.inpqhftft! Hlff 

ifttllf f ftthlrfpft tl^lf fl flirt I ni A HI if ft If l III f\l rift fib 111 if [tin q if It If \rfnifjf. tnnin 'tini fj fin 'll 

ntbnni Pfin'b ՝ f I.• in'll III Ipl fl ft rt I if ! PliplfntJ f fflfiUffl'tl I Ifl fl'll tn If I

R M KIRAKOSIAN

ON AN ELASTIC-PLASTIC PROBLEM OF INTERSECTED 
CONICAL SHELL OF REVOLUTION

S ii tn n։ a r y

On the basis of tnoinentless theory of shells the problem of elas
tic-plastic quasi-statical equilibrium of interv-cteJ conical shell of revo
lution tor one case of complicate.i loading is considered.
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