
^ЦЗ’аМ։11.Ъ ии; %Ь$ПН>ЗП1‘ЪЪ1;1Ч‘ аМЮтШ $ЬГ1.Ь1|Ц.'М-Г 
ИЗВЕСТИЯ АКАД I- МИИ Н А у к армянской ССР
пь|чшГ.{1^1и XX. № 3, !967

Б т. ГЛУШКО. А. н. ЗОРИН. М. И. РОЗОВСКИЙ

О ФУНКЦИЯХ СПЕЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ И ИХ 
ПРИЛОЖЕНИЯХ В ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 

АНИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ

В настоящее время па глубоких шахтах Донбасса многие капи­
тальные выработки крепятся жесткими монолитными желт лосЧ-точными 

бетонными крепями, не обладающими конструктивной податливостью, 
ио имеющими плотный контакт с окружающими горными породами. 
Известно, что работа крепи, а следовательно, и эффективность под­
держания выработки в эксплуатационном состоянии, и осн* . я:..м, за­
висит от величины и характера прикладываемых нагрузок.

Существующие методы предрасчета нагрузок на крепи не учи­
тывают фактора времени и анизотропии, что приводит к определен­
ным погрешностям и не позволяет определять нагрузки в течение 
всего срока существования выработки.

В связи с этим возникает необходимость решения задачи, позво­
ляющей получить зависимости, определяющие нагрузки на жесткие 
крепи с учетом основных влияющих на них факторов.

Задача ставится следующим образом. В анизотропном горном 
массиве, деформированное состояние которого описывается уравне­
нием наследственной теории ползучести 11], на глубине Н от дневной 
поверхности пройдена горизонтальная выработка в форме эллипти­
ческого или круглого цилиндра, закреп ленная по всей поверхности- 
Требуется определить давление на крепь 
(фиг. 1).

Решая задачу, примем следующие 
допущения и ограничения: горный мас­
сив является однородным; горные по­
роды обладают частным видом анизо­
тропии являются трансверсально-изо­
тропными; крепь выработки является 
абсолютно жесткой. Задача решается, 
как плоская.

Отличительной особенностью зада­
чи в указанной постановке является то. 
что фактор времени и анизотропия учи­
тываются совместно.

Задача решается путем привлечения методов механики сплошных 
сред теории упругости анизотропного тела и наследственной теории 
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ползучести, в частности принципа Вольтерра, су • и кость которого 
сформулирована Ю. II. Работ новым [1].

Выражение для нормального давления на жесткую крепь, полу­
ченное в работе [2], п упругой постановке имеет вид

3.-1 = 'fn [gjy.jj С (1 4֊ cos 2С) -г- а./<Г։ kC (1 cos 2v i]
2/2

— / 1^2 (”12^ ■+■ ։՛;•.՛) (1 • cos 2fj) giC‘ (*։-£ ’-л) (1 — coS 2$)J

— > (1 4֊ cos 2rJ) — C~ (] cos2&)! (1)
Здесь

/ =---------------------------=- k- - —-
A'(an’?j — -gl УИ7Г.) 1 — 4
, -------- E։ G.-2-M'l - V։1

n = \ 2k — m , m —1— -------- -—
1 — 4

7п = 1-’Ъ ai2 — Ml VJ 
J2

EL модуль упругости для всех направлений в плоскости изо­
тропии,

£2—модуль упругости для направлений, перпендикулярных к 
плоскости изотропии,

V, — коэффициент 1 1уассона, характеризующий сокращение н на­
правлении, нормальном к плоскост:։ изотропии при растяжении в этой 
плоскости,

у3 • коэффициент Пуассона, характеризующий сокращение в на­
правлении плоскости изотропии при растяжении по нормали к этой 
плоскости,

£—модуль упругости для изотропной среды, \ — объемный вес 
породы, 62 модуль сдвига для плоскостей, перпендикулярных к 
плоскости изотропии.

При этом.

£ГЛ £։ £2

Е\ ' модуль Юнга при сжатии под углом 45 к плоскости изотропии, 

С - —> а и. Л горизонтальная и вертикальная полуоси эллипса,

7 — средневзвешенный объемный пег. порол горного массива, 
/7- глубина расположения выработки,
1 с>■ — ——» v — полярная координата.
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Как показали многочисленные исследования реологических свойств 
анизотропных материалов [2|, [3], [4], наиболее важным является 
случай, когда влияние ползучести проявляется лишь при сжатии под 
углом 45 к плоскости изотропии. Здесь принимается, что все упру­
гие константы, кроме Е\ остаются постоянными. Поэтому, согласно 
принципу Врльтерра, в формуле (3) следует вместо константы А'՜' 
подставить оператор

А = Ei [ 1 хЭ; ( > ) (4)

где Э (— /) интегральный оператор, воздействующий на некоторую 
функцию времени ;(/)> или постоянную

Э*( '-) = »/) — |Э։( 3. /, s);(s)rfs 15)

здесь А’;. упруго-мгновенный модуль, отвечающий Е- ,
՛՛. и / реологические характеристики горной породы, 

Э»(—", I. я) ядро наследственности (функция воздействия) типа 
10. Н. Работяона ill

Э, ( \ I _ s)
- s [с- 1(1—0

<б)

Величины А՛ . / '< определяются нз экспериментальных кри­
вых релаксации или ползучести при сжатия образца под углом 45 к 
плоскости изотропии.

Анализ формул (1) и (2։ ։։՛ •к.-.зьп.-ает, что вся трудность заклю­
чается н расшифровке ныра/ксяия у /г. Здесь черточка сверху обо­
значает временной оператор. I !ря этом

где оператор Е имеет -ид I 1). Все остальные величины постоянные.
Пользуясь фундаментальным свойством Э - операторов, установ­

ленным К). Н. Рабоа иоиым:

1+7.ЭД7-3) (8)
1 7.Э, ( ■/)

преобразуем выражение для / чиду

/ /..[1 /:Э*( 3։)] 19)
где

7.. = Уд, J‘ ' — 7. | I — 4А£’.,|/0 .

—1



О функциях специальных операгорбе 17

2՝..֊
\ Лр1 £֊>п '

Второй сомножитель операторного выражении / п имеет вид

л I 2А -г т
тле

- 1Н<։ ’■» 

/Л —■ —----------- ;
1 - *;

После преобразования выражения (13) получим 

4£х,л ,т - т 1 —— Э.р —/•)
Е\ 11 — ) тп

где
֊?■ ЕЛ—±-')-Ъ^ 

՝ Е. Е. / 
ГП1----------------------------------—*-----------------------

I ֊ Ч
Тогда

п-1 2А- т„֊—
I Еу)( 1 — )

п— I А 1 1 х Э1(—/’)
Здесь

... . 4»£'• - Ь '2 к - т , / - --------- - ------
£г ■ (1 — *|) П

Л л г,

Следоиательно.

^=п|>[1-։-Э‘.(-.3'»| =п..|1 т։֊1)" -2л2՜31-^ >э?"(-п

Здесь (—1)!! 1.
Рассмотрим пронзкслснис операторов

/л I
• _ ♦ •-П. •

(21г_3»1х ,Э?< Г) 
2л!!

я -.։

_։ (2л- 3)!!
2п!1

(10)

(111

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)у\ э’ (-;*,)

2 И.ч»г ",нп АН ЛрмССР. Мсхамшм, V .1
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Используя полученное в работе |5] выражение оператора

Э ”(_ У) = ֊1—--------
(п 1)!

<20)

равенство

э’( :^э:п( _ Э> ( -,'0 "С
(?' “(/

(-֊IV՜*1
1)!(У֊МЯ՜ ■'*՛

о' 'э.’(-й

полученное на основе использования фундаментального свойства 
Э’-операторов методом математической индукции, а также выраже­
ние Э,-оператора через функцию Миттаг-Леффлера [б] приходим к 
следующим равенствам:

э:’<- У)1 ֊ ((п -֊^г( £|՜’՛՜^՛ '*) (22>

Э'< 3 > Э " ( - '։') 1 — 1 . _____ 1_____
э.< ?,)Э. ( =Г

(-1)'՜1 <?'՜1 / £<-,(-
!)!(?'֊ ?։)՞՜'՜՛ \ Р /

Равенство (21) можно преобразовать, перейдя к пределу при 
I • ос.

4 I- 1Г| £1 / ± ՝
£,(/■ Ш(6'

_1 _ 4 1 (24)

Следовательно, представление (23) принимает вид

э:<- э? (֊ й 1=^֊ +

Д ( I)'-1 д'-' /&_,(■֊ 37՛՜'> '
-,(/֊ !)!(?' .м’՜'" ЙЗ''՜'\ У

(25)

Возвращаясь к произведению операторов }п. с учетом (22) (25)
получим.

7 и /оПо 1 
л

1)Я_1(2л_ 32]! , /Л”
2п!! \ >

у(_пл--(2п---- -АН '■ л֊ £; ,
Л • 1 2л В .'!՝.• Л
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, (2„ - 3)!! /л ( р'11^-1 / У?՜1)
2л!! '' (п- >'

” (_ (2«~3)п г Э-.ььа,.

Ь ։)'<■У՜՝ / д-( - у/1՜’) 
г,(/ !)!<?' \ ?'

(26)

Как известно |7], для ьункцни Мнттаг-Леффлера существует сле­
дующее асимптотическое представление для достаточно больших г:

Тогда, выражение :-з

£1-.(1 г)՜՜^ (27) 
г» (а)

£- Л-’Я՝՜ ’) - с ,.Д. . (28)
£/' 1' (а)

квадратных скобках последнего слагаемого
равенства (26) можно упростить

& (?' :л)’

1
’П»)

V < И' ' ____ О" ' /Д Л У/'") >
-,(/ 1)!(У К)’՜'*1 <>У Ч у

1 . (-1)'՜՛ <* /1 \
У’ ^'֊ЛГ'”1 Ф \у)

= 1 1 0 ( 1 \ , у* 1 ± / 1 \
К) 'Л: 4’’ /

Легко заметить, что

֊-!_____ у________________ !____ 1 =

д
4։ Шл / м’") (30)

Исходя из (28) (30), преобразуем выражение (26) к следующему 
виду

М(‘ -?)|
1 у, ]Г֊.(2л-3)!!:о I 1 ь ,

։՝ ! (’) .- 2«Н <?₽'\Р՛՞/

1>В-|(2П ֊3)!! ... 1 I у / 1 \ , д 1 ] \

(Зр
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Следовательно,

/л՛ 4հ՛ î.)r1 J՜ 7^(7, ^՜ձք )

_ •_ճւ/vi
t' i-(’) d;i՛ շոԱ

(2»-3)!! z, •<
ր՜ I (’) 2n!i ?, թ՜"

___ 1_____ " V( i (2« 3) !! ճ ■ I
Z՛՜՜ ։ (^) 2« H ?! ?'л I

1 lf /2ւ_ \| լ д. у nr-i(2n 3)!! 7.'n 
՜է'- 1 (a> <;•>, է Л -, 2„!! ,<

____1_____ ժ_ 
/'՜ ! (a) (ՀՀ

1 A\V -if '՚
3,-1֊՝ 2nü r՛
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( п) = л(1 | 1 — ֊^֊ (34)

Для определения нагрузок на крепь в любой момент существо­
вания горной выработки следует для этого момента вычислить выра­
жение (33) и, подставив его формулу (1), получить искомые ве­
личины.

Конечные устг.ноннь^иеся величин՝՛, нагрузок могут быть опре­
делены из выражения

Т*)| 1 Ц — СОЗ 20) -|-
2?։ I \ ։1, /) Ь'

g.iУukC О со$ 20)] /0(1 «»)(! I соз2'7)

?1С2(ч2А' У2гН1 cos20)] —.(1 ֊ cos 20) Сч- cos ‘2՛- »! (35)

Анализ зависимостей (23) и (1) показал, что нагрузки на же­
сткую крепь, В основном, зависят от глубины расположения выра­
ботки, времени ее существования, а также от упругих (Eit Et, •/., 
С.) и реологически:. (/' и / ) хараь тёристик вмещающих пород и от 
их анизотропии, которая характеризуется параметрами (k и гп). (Уп­
ругие и реологические характеристики и анизотропные свойства гор­
ных пород определяются в лабораторных условиях).

При прочих равных условиях с увеличением глубины расположе­
ния выработки нагрузки и . крепь увеличиваются.

В породах с затухающей ползучестью нагрузки на жесткие крепи 
с течением времени увеличиваются, однако небеспредельно и при 
/— имеют конечную величину, определяющуюся выражением (35).

Днепропетровский горный
ннонтут Поступила 15 VII 1966

Վ. $. ։11,П1'Г.<||1. II.. Ն. 1£(Н 1»Ն. 1Г Ւ 1>ՈԶՈՎ1Իւ1՛

ՃՍ.ՏՈԻԿ ՕՊԵՐԱՏՈՐՆԵՐԻ ՖՈԻհԵՅԻԱՆԵԻԻ 1»՚1. ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՍԱՐԱԻՆՆԵՐԻ 
ՍՈՂՔԻ ՏեՍՈւ՚ԻՏւԼՆ 1П;Я ՆՐԱՆՅ ԵԻՐԱՌՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա U փ и փ ո I »1

էՊէէհեդ րւԱէա֊սպե րատո րսպին մեթոդի ՜' իման •1('ա մ աո անդւս1ր1ւն։։է թ րււ^ւ 
տիպի <իիէ[իկսւ1լս։ն 1ր։։ fttiiitt-S ո ։ թ [ւււն աււկսւ y.i ի) լան դևպվւոէմ, դի in տ րկւք ա.մ քւն 
հւուոոէկ ոե ո քո դի ակտն օպհ րա տ որների ֆ րււնկըիանե րէի կիjiumn ւ թ լուհներ ft 
1(Ոչւււ էլիպտաէլան նե րդ բվա՛) քով տ րտնո վ!պւււո>չ֊ իդո տ րո •՛( ասքի (տլւվ՚ոծ ՛•• քին 

,1^ֆ,,ր^,“սիոն վիճակների որոչման իէնդրում' ե-ված իձւդիրր մ էքդ ո I jiuif- 

նում է լեոնալին ապս>րւա\անու մ՝ ւսմրաւյէււ մ սիստեմր, չեոնալին ապաոի 
ւ/ոդրի դեպքում:
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V T. GLUSHCO, A N. ZORIN. M. '. ROZOVSKY

ON FUNCTIONS OF SPECIAL OPERATORS AND 
THEIR APPLICATION TO THE THEORY OF CREEP

OF ANISOTROPIC SOLIDS

S u ։jj :n ary

A method of integral •» »orators and initial physical dependences are 
used to examine functions or special rheological operators applied in 
the problem of a stressed plate with an elliptical inclusion, modeling 
thus an excavation-limbering system during rock creep.
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