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В работе [1] рассмотрена задача о напряженном состоянии ани­
зотропной полуплоскости .■ эллиптическим отверстием. Здесь решена 
задача о напряженном состоянии .зной же полуплоскости в случае, 
когда отверстие подкреплен՛, упругим ядром, которое изготовлено из 
другого анизотропного ма:.риала.

§ 1. Рассмотрим упругую анизотропную полуплоскость с эллип­
тическим отверстием, полуоси котор го равны « и о. Обозначим рас­
стояние между центром отверстия и гра­
ницей полуплоскости через /, контур 
эллиптического отверстия через £1։ гра­
ницу полуплоскости через Л, (фиг. 1).

Пусть в отверстие без предвари­
тельного натяжения впаяно или вклеено 
ядро из другого анизотропного мате­
риала. Полуплоскос гь подвержена дей­
ствию внешних усилий, действующих 
вдали от отверстия.

Определение напряженного состоя­
ния олуплосхости :< ядра, как известно, 
приводится к нахождению ՛ • нкций ком­
плексных переменны?. <. (г! и (֊' 1

X
Фиг, !.

у

(у® 1,2), удовлетворяющих следующим условиям [3]։ 
21<с[ф,(г1) Ф2и2и = о и
2 ММл (*> ^иа)|=о "а " (1.1)

2Ке |Ф, (г,)—Ф.(г..‘| =/„ 2Ие|ч-,(*}) -ЗД|

ЭКеЬнФ.^ + пФ.?-- »] •2йе||.;'1',(г;) | |ч1Ч-.(г!)|1 - * на
2 Ке[ЛФ։(։։) + йФ. + 2Не[Р]'Г1(г|) (1.2)

2Ке[91Ф,(^-¥гФ,(г;.)] - 2 Ке [</(')', (г|)-И9'Ч'. (г!)]

Здесь /и (г I, 2) — функции, характеризующие загружепия 
Сплошной полуплоскости; ю, и — проекции смещения в сплошной

Здесь и ՛• дальнейшем величинм е индексом 1 «шерлу относятся к ядру, <» 
Ссз индексов—к полуплоскости.
1*
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полуплоскости, возникшие под действием внешних усилий; :՝. и 
комплексные параметры для полуплоскости и ядра, их будем в даль­
нейшем считать чисто мнимыми, т. е. ;»-։ //, у-] —■ //’*, ;՛. — = /'՝';
наконец, постоянные /?. и 7՛ определяется ио следующим формулам ГЗр

Pi = «гй ~ <Ч։Ч Р-. «и — <?:#

91 = I ( «п? - у )’ 9: = '(«г/ — )

Параметры р\ и 9՛ получаются из р и </., если заменить в по­
следних п.?., / и '< на и:!;1 л и . Коз! ; ициенты п а’ч упругие 
постоянные соответственна полуплоскости ядра.

Функции ФДг.) определены областях 5 , получаемых из за­
данной области путем использшакия аффинных преобразований вида 
֊./=-V !'••?;. Б этих областях будем иметь полуплоскости с эллипти­
ческими отверстиями, полуоси которых буду՜ соответственно а. ;; 
о, ''•/?. При этом расстояния от центров эллипсов до границ полу­
плоскостей не изменяются и будут равны !. Функции же ‘БДгр опре­
делены и голоморфны и эллипсах, ::ол , чсмых из заданного эллипса 
аффинными преобразованиями - • 'у.

Функции Ф. 1г, ) будем искать н виде

ФИ-.‘) = Ф<о(- ) + (- > (ЬЗ)
где Ф?- (с, ) функции, гпломорФяь - ; ыижь.их полуплоскостях, а 
(Ьд вне контурен: ЭЛЛ'1Г 7 ’ ?Г.'.՛: ■ рс л-.; Г< обЛЗСТЯХ 5, . П -
следнис представим тя֊::

'1>и I*!? (1.4)

Здесь а и Ь произвольные комплексные постоянные, подлежащие
определению, г = г։ I, а спяздны : следу՛՛ гцими неявными за­
висимое? ямп*.

При этом

т, = а ЛЬ
2

Из граничных условий \1.' 
найдем

г!. И. Мусхслишвили [5]



Распределение пап .-и-,.,- гллнптйчездй«! ядром 5

ф (г. у1__ь։о(1’ ֊,!(:,(֊’;)]• 4
1.^ |

[4(^1* 1
(1.7)

г.Лг

где
'.-Н՛ --Л

/А 1
1Уч)Г г

, / = ֊^֊ 
3

Функции |ч(?՜)]-' можно разложить внутри эллипсов в областях 
8/ в сходящиеся ряды по полиномам Фабера [4]

[;,(грг" !С<Г)] ■'֊ ^/3'Л'Р)։(г) (1.8)
г-н

Через Р,։ (а’,) здесь обозначены полиномы Фабер?, для эллипсов в 
областях 8/. Они связаны с -/ я;՜ стыми зависимостями:

Ри(г'\)=\\ : 7Г’ Ри^'.) С 4՜’ (т-—> п \ (1.9)
•н -2 ՝ ти п0/

Теперь функции Ф, (г;) н об части сходимости разложений (1.81
примут вид:

Ф։и,) ՝՝՝'֊"* 'ЧМ. /Д1՛. ՛(,.)/>„(<)!
А 1 1 :֊’ Г-1 ।

<м*3) = у |V ֊ /։вй՛^) Ри «.)•
Г| 1 < г-1 I

(1.10)

Функции 'Г, (гЧ голоморфны в эллипсах, получаемых из данного 
эллипса путем использования аффинных преобразований а’ с у-лг/. 
Поэтому их можно представить в виде рядов

го со
«Г։(г;) = %,(*>)-. (1.11)

А-] х-:
где

р1 ( ц -с (п;1)' гр . .к , (п1)* .. ։о,Ри(х\) - .1 . Р^(^) .2 —— <1.12)
'1 »2

При этом ՛.} связаны с с’ с -о?дощью неявных зависимостей 
т\ л:

г\—т^ 2?,—п։'(Сг (1.13)
Ч ■’й

Постоянные т\, т\, л,1. п[, л/, л1 получаются из /н0, п,, п։, 
т, п, если в последних заменить р. в. |Ф
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Если теперь подставить з граничные условия (1.2) выражения 
(1.10) и (1.11), то применением известного метода рядов для определения 
постоянных а-., 6*, г-, г/<- получим следующу.՛- бесконечную алгебраи­
ческую систему:

—[("*') 1]с\ — ((«*' 1](/ - V [| Л}/б 1-,п Лл<1а-
/• ֊>

- (/,<' 1,Аа£ а„ - !,п* В^ Ъ- -1-

• п-14)

?«. ->л, у- ։]с։-->’[(п՛՛' 11< ?1С

«„ - СМ.'/ + МД > О» - (
֊ м в՛;;) ь, - (мД - н,в;;> ь, । ?.֊

рио— ?.'•> р11(п’։)։ ։|с* р'((п՛) (Р։/1т-д;

— А,;՝) а;1 : ( Л-,.* ֊ рллА:; > а-, (р}!,т 5,-1 —

р.^гг В\:^ Ь., (пх/.5 а- -

7;|('п։։)'—Цен д', (п1)' 11 г/.-- V [ (д^/п' -4Д՛ -

д.7.,п: А,,՜') ед, ('л/: Л ,"-֊ г/УдА-Л ) а - [д\1.пг -

- д.7։п^ В™) Д, - ( 9; КБЦ ЬД = ч

где

9; =
Производя над системой (1.10 некоторые алгебраические пре­

образования, запишем ее в виде

а V 1(^1 <;.Л-.;-)л? (Л^Л;1. — 'иЛ-.,',1а՛

֊ (/Г.Д’” /։Л!д.’)6л {(ГБ՝^ ^В՝ААЬГ\ - 7՝ (1.15)
•53

6;-— К^;1Лр* Л,-.՜-1п Т‘Г;Лр>)йр
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(t^i ь„ 4- П..ВЙ! + (;SBg) 6,1 = &
<»

Ck *uH՜ /•' "b •- I.SuA'* Sr.A'^a;,

- (SL.5i 4- SiaB'pk) bp St9Bpk) 6f. I (1.16)
co

Л—4- g[(s։։4i‘Z- ^.4g)5, (s„4V- ։>ИЙ)ог 
/՛ - ։

(s25Z^pt ; $£<} Bpk) bp (.S^Bpk —S.^Bpa} bp]

Постоянные 3’, 7’, о’ зависят от правых частей системы 
I 1.14) и от упругих постоянных полуплоскости и ядра. Коэффициенты 
же tin и s/л (/ 1, 2: л - 1, 2, 8) зависят только от упругих по­
стоянных полуплоскости и ядра.

Учитывая, что коэффициенты t,tl остаются ограниченными при 
£ —эо, можно доказать так же, как и в работе [2], что система (1.15) 
является квазирегулярной. Поэтому ее можно решать методом ре­
дукции.

После определения из системы (1.15) коэффициентов bk функ­
ции Ф<(д.) становятся известными. Через них напряжения, возникаю­
щие в полуплоскости, выражаются следующим образом:

г. =s“—2Re[?=<M*i> + '-’Фа <«г>]

=, 4 (-2 Ее [«•; (г,)-+-*.’(։=)] (1Л7>

■_гх = 'л. 2 Ие |73Ф1 (г։) /5Ф2(^=)]

Здесь з՜:, — напряжения, возникающие в сплошной полу­
плоскости, а функции ФДг.) выражаются через так:

где
Zj — /±| (г, —/) ֊֊ 4znfyn, 

2zn„

֊ / г I (z, /)- — 4/n, nr
2гп0

'/■։zi — I I ~ Г)2 — 4лр,Пх 
2пи
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В первом выражении знак перед радикалом следует выбрать 
таким образом, чтобы большим значениям соответствовали боль­
шие значения |.

Выражение для определения Ф г ) получим из выражения (1.18), 
если поменять н нем местами а. и 6*. г։ и г.., '1 и

Напряжения ՝г, з». действующие на площадках, касательных
я нормальных к контуру эллиптического отверстия, вычисляются по 
формулам

cos" 6 <Г5У sin։r> 2a6',vsin 0cos G)

1 . . . ...՛ b''^ cos' 0 2 ub~tv sin b cos b)

5X) МП 0 COS 0 "f. (A5cos2G n~ sin՜0)|

Здесь
Lz = a: sin2 b b’cos’b

Для определения напряжений в ядре по формулам (1.16) находим 
с*, <Л. После определения этих коэффициентов функции ста­
новятся известными, и напряжения вычисляются по формулам

4 = - 2 Re[ Ч-; (։i) 4- ( г,1)’ Ч\. (г!)]

-2Re[4-;ui) ‘ Ч-.(21)]

Ф 2Re[f₽’'r;tii) • Й'ЧДг!)]

Функции ’1/(г!) получаются дифференцированием выражении 
(1.11). При этом производные от полиномов Фабера находятся по 
рекуррентным формулам

р,1 = о. л! = 1

Л1.!= Л!. ֊ г’РД - (4 1)
г։ = т\ Га п՝

Из системы (1.14) легко получить систему для определения по­
стоянных a*, bt для случая, когда ядро является абсолютно жестким 
или абсолютно гибким. В первом случае нужно положить по всех фор­
мулах — 0, а во втором перейти к пределу при а’, —»

> 2. Пусть полуплоскость растягивается усилиями интенсивности 
р, приложенными к ней на бесконечности параллельно ее границе.

В этом случае
■" °- ”

« ь л <* , b
*«в 2* 7։ 4 У"-а

’* = /* 4=0 (к >2) (2.1>
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Для такого загружен»#, как видно из системы (1.141, коэффи­
циенты а՝, Ьк, са, л\- получаются вещественными, ։՛ системы (1.141 и 
(1.15) несколько упрощаются.

При проведении расчетов было принято, что упругие постоянные 
для ядра пропорциональны упругим гсм.тоянпым для полуплоскости, 
т. е.

а** = /ам (2.2)

Нами в широких пределах варьировались расстояние / между 
центром эллиптического отверстия и границей полуплоскости, а также 
коэффициент пропорциональности '■ и отношение с — Ь а. Полу пло­
скость считалась изготовленной из различных ортотропных материа­
лов. Все вычисления ю определению напряжений запрограммированы 
и проводились на быстродействующей электронной вычислительной 
машине Урал 2. Незначительную часть проведенных расчетов при­
водим ниже. Во всех случаях, если противное нс оговорено, полу­
плоскость считалась изготовленной из авиационной «Паноры. для ко­
торой / - 4.11, '• ~ 0.343.

В полученном нами решении граничные условия на границе полу­
плоскости удовлетворялись точно, а в точках Л, на поверхности 
контакта полуплоскости и ядра -приближенно, т. к. бесконечная ал­
гебраическая система (1.15) пр։։ проведении вычислений была урезана. 
Количество уравнений при ее решении варьировалось от двух до 
двадцати восьми, т. е. увеличивалось до тех нор, пока граничные ус­
ловия на Л| не удовлетворялись с очень высокой точностью. Точ­
ность выполнения граничных условии в отдельных точках спая кон­
тролировалась вычислением напряжений :՛> в полуплоскости 
и з)., в ядре.

В табл. 1 даны значения напряжений и , действующих со­
ответственно на площадках, касательных и нормальных к контуру 
кругового отверстия для разных расстояний между центром отвер­
стия и границей полуплоскости, а на фиг. 2 изображен график рас­
пределения напряжений при ՝ 1.1«. Пунктирная линия на графике
относится к случаю, когда вместо полуплоскости рассматривается 
плоскость с таким же ядром. Здесь и ниже, если противное не ого­
ворено, ядро считали изготовленным из такого материала, для кото­
рого упругие постоянные «^ = 2а-.. Как видно из таблицы и графика, 
прямолинейная граница оказывает незначительное влияние на концен­
трацию напряжений.

В табл. 2 приведены значения напряжений =, .՛. для разных 
жесткостей ядра, когда / = 1.5«. Значение /. 0 относится к случаю
абсолютно жесткого ядра, а / ос к случаю, когда ядро отсут­
ствует. На фиг. 3, ֊1 изображены графики распределения напряжений 
зг и , когда л — 2, т. с. а — ՝2а;;. Здесь же пунктирной и штрих- 
пунктирной линиями проведены граЦ ики распределения Этих наг.ря-
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Фиг. 4.
женин, соответ«: зуюшие случаям, когда ядро абсолютно жесткое и 
когда ядро асоолютно гибкое. Значения напряжений Зу в точках пе­
ремычки (и этих точках напряжения г4 малы, а равны нулю) для 
случая абсолютно жесткого, упругого и абсолютно гибкого ядра при­
ведены н табл. 3.
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Таблица >
\/ а

6 \

9 1.5 1.1 1.05

’г «4 “б

0 -0.040 1.614 -0.039 1.620 -0.022 1.633 -0.014 1.636
30 0.172 0.868 0.175 0.873 (1.187 0.882 0-191 0.884
60 0.595 0.265 0.599 0.272 0.610 0.283 0.612 0.283
90 0.809 -0.124 0.815 ֊0.113 0.830 -0.093 0.831 -0.098

120 0.602 0.255 0.612 0.259 0.633 0.268 0.645 П.266
150 0.174 0.867 0 180 0.880 0.207 и. 931 0.217 0.941
180 -0.049 1.635 -0.050 1.672 -0.031 1.897 -0.019 2.079

Таблице. 2

О| 0.1 0.5_ 
I ’6

। ! I I I I
0 0.070 0.002 0.060 0.129 0.2900.568 0 1

30 0.38 ГО. 558 0.364 0.582 0.305 0.666 0.250 0.750
601 .ООо'о .217 0.968 0.22’. О 857 О 236 0.7500.250
90 1.299,0.092 1.261 *0.086 1.129 0 052 1 О 1 

120 0.969 0.203 0.941 0.210 0.845 0.233 0.750 0.250 
150 0.366 0.525 0.351 !о 555 0 300 0.6550.250 0 750 

180 0.082 0.003 0.072 0 1230.0360.551 О 1

2 10 <>а

= г = й 1 :0

0.039 1.620 —0,096 3.273 4.553
0.175 0.873 0.016 1.215 1.491
0.599 0.272 0.226 0.330 0.325
0.815 -0.114 о.ззз1 0.783 -2.157
0.612 0.259 0.249 0.118 0.406
0.180 0.880 0.028 1 116 0.971
0.050 1.672 0.126 3.733 5.959

Таблица 3

1 а 1 Жесткое ядро Упругое ядро Снободнос и г перстне

- 2 | 1.5| 1.1 2 1 1.5 | 1.1 2 1 1.5 | 1.1

0 0.965, 0.733 0.224. 1.046 1.143 1.640 0.675 0.557 0.215
1 4 (/-1) 0.942 0.711 0.213 1.079 1 173 1.650 1.267 1.488 2.612

1 2 (/֊1) 0.179 1.111 1 218 1.687 1.555 2.106 4.814
3 4 (/-1) 0.812 0.520 0.115 1.184 1.313 1.760 2.047 2.958 7.351

/-1 о.ооз о.ооз 0.001 1.635 1.672
1 1

1.397 4.966 5.95« 11.158

Таблица 4

\ с 0.2 0.5 1 2 5
зг 3» ■г 1 1 *6 ■■г 1 °6 *5

0 -0.006 1.892 ֊0.031 1 766 0.039 1.620 -0.025 1.455 -0.006 1.262
30 0.844 0.153 0.491 0.508 0.175 0.873 0.032 1.129 0.003 1.212
60 0.934 -0.033 0.813 0,071 0.599, 0.272 0.298 0.571 0.055 0.919
90 0.948 -0,082 0.886 ֊ 0.117 0.815 -О.П4 0.733 0.093 0.631 ֊0.115

120 0.938 -0.042 0.822 0.565 0.612 0.259 0.310 0.562 0.061 0.893
150 0.850 0.139 0.49« 0.497 0.180 0.880 0.034 1.161 0.000 1.241

180 -0.018 1.909 -0.049 1.801 0.050 1.672 -0.029 1 .-530 0.006 1.385
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Тчблш/и 5

С \ Кадоерии

Ф чь . .. оас 1 и. утая поперек нол<1»;оп CRAM
0.2 1 5 0.2 5

0 1.921
•

1.698 1.328 1.865 1 560 |.2зо
30 0,118 0.792 1.212 0.120 0.994 1.194
60 -0.010 0.237 0.835 ֊0.522 0 259 1.003
9(1 ֊0.032 0.060 ֊0.030 -0.083 —0.152 -0.110

120 ֊0.013 0.229 0.332 ֊0.063 0.226 0.066
150 0.113 0.796 1.249 0.110 0.985 1.235
180 1.93-1 1.711 1.434 1.889 1 623 1.395

Из таблиц и графиков видно, что подкрепление отверстия уп­
ругим или жестким ядром значительно снижает концентрацию напря* 
женим около отверстия и в точках перемычки и изменяет картину их 
распределения. Особенно эффективно влияние подкрепления для близ­
ких расстояний /. Полуплоскость с подкрепленным отверстием, когда 
упругие постоянные подкрепляющего ядра меньше упругих постоян­
ных полуплоскости, можно считать плоскостью с таким же ядром, 
начиная уже с расстояний между границами £„ и А., равных полуоси 
о. Для полуплоскости же со свободным отверстием влияние границы 
Ас. начинается гораздо раньше, и при сближении границ А, и А։ силь­
но возрастает концентрация напряжений в точках перемычки, близких 
к точкам контура отверстия.

В табл. 4 приведены значения напряжений и '<> в случае ра­
стяжения полуплоскости из авиационной фанеры вдоль волокон рубашки 
(/ -1.11, Ь 0.343) для различных значений отношения полуосей
эллипса, когда I 1.5ц, в табл. 5 даны значения напряжений для 
некоторых с при растяжении полуплоскости из фанеры поперек воло­
кон рубашки (/— 0.243, о =• 2.91) и слабоанизотропного стекловолок­
нистого материала СВАМ (/ 1.89, ՛> = 0.531). Из таблиц видно, что
величина отношения с и анизотропия незначительно влияют на кон­
центрацию напряжений. Их влияние, как показывают расчеты, значи­
тельно возрастает в случае свободного отверстия. В этом случае в 
сильно анизотропной полуплоскости быстро возрастают напряжения 
в точках перемычки вблизи от контура эллиптического отверстия, 
когда с < I.

I !ами вычислялись также значения напряжений '.ь на контуре 
екая. Они оказались значительно меньшими но сравнению с и ■ и 
потому их не приводим.

Саратовский rot ударстЛ нвый

универеи:сг Поступила 30 VI11 1966
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S. A. KALOEROV

DISTRIBUTION OF STRESSES IN THE ANISOTROPIC 
SEMI-PLANE WITH AN ELLIPTIC ELASTIC KERNE!

S 11 m in a r y

In this paper the strained state In the anisotropic seini-plam.' with 
elliptic kernel is considered.

The problem is reduced to the solution of an infinite system of 
algebraic equations. The quasi-regularity of this system is shoun.

A detail analysis of the stress distribution in the semi-pianc with 
the indicated kernel is examined.
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